
������� ��	
��������	� ��
����������	
�
�
������������	�����

������ ��	
���
����������	�
���

���� ����������
	��������������	�
���

������ ��	
���� ���	������

����� ����	������� ���� ��� ���� �������
	��

����
	���� �����������  ���
!���"

���	������"����# $%&'( )���*+���

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �� �

�&�
�
� ���! ���

2Z3[A F�\A	A�
A5

7���"�� ���S�� ��/("��� ���� �-&+*� )
 � �!!�&��� �-&+*� "� ��/("���  � "�"�+-�
�-&+*�� "* &!�$#+#��� ��� &!�+/+���
�-&�# &+* !��&+*#
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7�� 0��"���) ��"����) "�� "*"�) ��� �-&�#

]!$""� ��/("��# e ��� �!$""� �-&�# τ

;��"� �#��"�+���"�� �-&�# Γ  e : τ

.��0(!!+# �-&�# Γ1
�&���'#�"�  ���0!��$# x "� �-&+*� τ � &4�4

Γ = { i : int , z : real , f : int → int }
@�#'#�� �-&�#

Γ  e1 : int Γ  e2 : int

Γ  e1 + e2 : int
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O"�� LT  �� �!$""�  � ��!$"��� �-&�#

O"�� LU  �� &��!!��) ��� ����� �!$""��
"��# +&+�� +� ��!$"��� �-&�# &��!��&+#���

O"��  �� "*#(��"� "0�"� ��+� �-&�#
2C3[A A	G��	A \��
CF��5 erase : LT → LU

P+ &'0!� � ��� �<����)� �-&�#1
���+ �#��  ��� ��/�"�� eU ∈ LU �
0��  �� ��/�"� eT ∈ LT ���+�� $"��

erase(eT ) = eU ���

Γ  eT : τ 2��� �(&+�� τ ��� Γ5

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �%� �

�&�
�
� ���! ����

L���1  ���"�� ���" '� �+* &+0!) ��+�
?  e : ? "� �#� "-#+!+ E &+* &������
�<�"$"��� �-&�#� &4�4

E = { α = β,

γ → α = (β → α)→ γ }
%# �+ E ���� !-"�� 0�"�+* � Γ ��� τ ���+��
$"�� Γ  e : τ

6��/+����( ��# *&(�+*# Γ ��� τ ���+�� $"��
Γ  e : τ
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� ��� ��� �� � ���� � ��� � � � ���

���  � ��� �� ��� �  ���

� ��� ��� � � � � ���

���  � ��� �� ��� �  ���

.$� 0)�� �+# �-&+I

�4 �"�� inc : α→ β� ��!��) x : α ��� x + 1 : β

_4 &�&�� x : int (� α = int

�4 �'�� x + 1 : int (� ��� β = int

`4 �&+ �#�� inc : int → int
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.+"���+* �  ���0!���� "�� �!$""� ��# �-&�#

O"�� { 
�, 
�, . . . } �#� ��� )"� + *&+"-#+!+
��#  ���0!��$# �-&�# 2��' � (�#�"�+� �-&+�5

;* &!�$#+* � �+*� �-&+*� &+* !��&+*# "��#
����) ��/�"� 0(S+#��� /�"���  ���0!����

���  � � � � � �� � ��

��! & � � � � % �

��#����1

���  �� � 2�� �� � 2�� � 2/ � � � �� � ��

��! & �� � 2.� �� � 2+� � 23 � � % �
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%#�����("��"� �-&�# 2C3[A ��E�CFC�CF��51
�&���'#�"�  ���0!��$# �-&�# "� �-&+*�

σ = [α �→ int , β �→ bool → α]

?/� +�) �#�����("��"�� �-&�#1 ��*�'�+#�
���  �� /+(

σ(α) = int σ(β) = bool → α

σ(β → γ) = (bool → α)→ γ

;-#��"� �#������"�("��# σ1 ◦ σ2 ��"� $"��
(σ1 ◦ σ2)(τ) = σ1(σ2(τ))
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P+ &'0!� � ?  e : ? �#(����� "��# �-�"�
 ��� �#�����("��"�� σ ��� �#'� �-&+* τ $"��
σ(Γ)  σ(e) : τ ��� �+ ����' &��0(!!+# Γ

.�(���� �

���  �� � 2�� �� � 2�� � 2/ � � � �� � ��

��! & �� � 2.� �� � 2+� � 23 � � % �

��  & 3

%���' &��0(!!+#1 Γ = ∅
%���' &��0(!!+# ��� �+ "$ �  � �1
Γb = {  : 
�→ 
�→ 
�, � : 
�→ 
�→ 
� }

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !#� �

�&�
�
� ���! �%! ��'&% ����

.�(���� � 2"*#�����5

���  �� � 2�� �� � 2�� � 2/ � � � �� � ��

��! & �� � 2.� �� � 2+� � 23 � � % �

��  & 3

a�� !-"� 2�  +#����)5

σ = [ 2� �→ int → int → int , 2� �→ int , 2/ �→ int ,
2. �→ int , 2+ �→ int , 23 �→ int ]

τ = int

]�#��( +� !-"��� ��# ��#��  +#������9
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.��+�" '� 2
���C	GF�C51 �<�"�"� �-&�# τ1 = τ2

.'0!� � �1 �-�"� "*#'!+* &��+�" $# C

���  �� � 2�� �� � 2�� � 2/ � � � �� � ��

��! & �� � 2.� �� � 2+� � 23 � � % �

��  & 3

+����� "�+ "-#+!+ &��+�" $#1

C = { 2� = 2�→ int → 2/, 2� = int ,

2. = int , 2+ = int , 23 = int ,

2� = 2.→ 2+→ 23, 2� = int }
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.�����) �-&�#  � &��+�" +-�

Γ  E : τ ′ | C
.'0!� � _1 �&�!*"� "*#'!+* &��+�" $#

7�� �#�����("��"� σ !������ �#+&+���)�
2��FbA	5 ��� �+# &��+�" ' τ1 = τ2 �# +� �-&+�
σ(τ1) ��� σ(τ2) ��*��S+#��� σ(τ1) ≡ σ(τ2)

R-"� ��� �+ &'0!� � ��� �<����)� �-&�#1

�#�� �#+&+���)� σ ��� �(�� &��+�" ' �+* C

+ �-&+� τ = σ(τ ′)
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� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !%� �
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= �#+&+���)� σ ��#�� &�+ ��#��'� �&' �+# σ′

�# *&(��� �#�����("��"� σδ ���+�� $"��
σ′ = σδ ◦ σ

.�+ ��#��'� �#+&+���)� 2D��C XA�A	G� ��FbA	51
�#+&+���)� σ ���+�+� $"�� #� ��#�� &�+ ��#��'�
�&' �(�� (!!+# �#+&+���) σ′

%# *&(��� &�+ ��#��'� �#+&+���)�� �*�'� ��#��
�+# &���-+#�� �-&+ 2[	F�
F[G� C3[A5

= �!�'�� +� c ��� �+ λH!+��" ' 2���/4 `_5
*&+!+��S�� �+# &�+ ��#��' �#+&+���)
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�������� ����  �� �

�#���	
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P-&+�

σ, τ ::= α | (σ → τ)

Z� → ��#�� ��<�( &+"�����"���'� &4�4

(α→ (β → γ)) α→ β → γ

@�#'#�� �-&�# dGH�G ��		3

(x : σ) ∈ Γ

Γ  x : σ

Γ, x : σ M : τ

Γ  (λx.M) : (σ → τ)

Γ M : (σ → τ) Γ  N : σ

Γ  (M N) : τ
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?#+&+��"�1 �&�!*"� "*#'!+* &��+�" $#

unify(∅) = σ0 {� ���� �������	
��
�}
unify({ τ1 = τ2 } ∪ C) =

if τ1 ≡ τ2 then
unify(C)

else if τ1 ≡ α ��� ��� ���������� 
�� τ2 then
unify([α �→ τ2]C) ◦ [α �→ τ2]

else if τ2 ≡ α ��� ��� ���������� 
�� τ1 then
unify([α �→ τ1]C) ◦ [α �→ τ1]

else if τ1 ≡ τ11 → τ12 ��� τ2 ≡ τ21 → τ22 then
unify(C ∪ { τ11 = τ21, τ12 = τ22 })

else
� �������
� �������	���
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