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�������	 �� ���� ��� �������#

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �� !
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&$'��# ������������! �� �" ���� " �(%����

) ���$����# �*+�,��*�-� ������������!

� ������� �.� '���������.� ' �����/ ���

� ��� �0(�� � ��1���" � ���� �.�

�������� .� ���" �/����(��" ��0��#"

'202

(e, s) −→ v

(x := e, s) −→ s[x := v]

x ∈ Var , e ∈ Expr �$��������� 3���

s ∈ S = Var → V � ��#�� ��"

�/����(��" ��0��#"

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ����  � !
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�� �����

&$'��# ������������ ��$�(0 ���

4��.���# �5��*���*�-� ������������!

� ������� �.� '���������.� ' �����/ ���

�(�. ��%������6� ����� ��(�.�7 '202

�$����#� .� '�$ '�����$� ." '����(���$"

�� � ���(�� ��$ '����������" ���

$'�����8�$� �� �'�� �(�����

'202 [[e ]] : S → V

[[c ]] : S → S

[[x := e ]](s) = s[x := [[e ]](s)]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !� !



������	�	
�� ����

&$'��# ������������ ��$�(0 ���

9��.�����# ���*����� ������������!

� ������� �.� '���������.� ' �����/ ���

(�� �� ." �� ������ �.� �����6�

'����� .� '�$ �'����� �� �'�� �0%��� ���

���  ��(� �� ��$ '����������"

'202 {P [x := e]} x := e {P}

9� '��� ���  ��(� �� ��" ���% ��" ��0� �

P [x := e]7 �3� � �� ���  ��(� �� �$�#" %�

��0� � P 7 3'�$ P ��'��� �����# '�3����

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "� !
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����� ����! �$����(" �����$%� "

�������!

S ::= 0 | 1 | S0 | S1

������������# �$�������! [[S ]] : N

[[0 ]] = 0

[[1 ]] = 1

[[S0 ]] = 2 × [[S ]]

[[S1 ]] = 2 × [[S ]] + 1

�$�% ���3���� ��*�+*	���*�-��
�

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #� !
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�� ����

����� ����! �$����(" �����$%� " ��$�(0 ���

[[1100 ]] = 2 × [[110 ]]

= 2 × (2 × [[11 ]]

= 2 × (2 × (2 × [[1 ]] + 1))

= 2 × (2 × (2 × 1 + 1))

= 12

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �� !
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:����� ��! ���.���# ������������ ��� ���

'���������# ��6���  �/��� .� ���  ����6�

�������!

C ::= skip | C0;C1 | for N do C

| if B then C0 else C1

B ::= true | not B | B0 and B1

| N0 < N1 | N0 = N1 | B0 = B1

| if B then B0 else B1

N ::= 0 | succ N

| if B then N0 else N1

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $� !
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������ ����

;�������� �	����! s ∈ S

������������(" �$����#� �"

C[[C]] : S → S

B[[B]] : S → { true, false }
N [[N]] : S → N

������������("  ���6� �"

N [[0]]s = 0

N [[succ N]]s = N [[N]]s + 1

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� %� !



��	������� 
������ �����

������������("  ���6� �" ��$�(0 ���
B[[true]]s = true

B[[not B]]s =

⎧⎨
⎩ true , 
 B[[B]]s = false

false, 
 B[[B]]s = true

B[[B0 and B1]]s =

⎧⎨
⎩ true , 
 B[[B0]]s = B[[B1]]s = true

false, ����������

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !



��	������� 
������ ����

������������("  ���6� �" ��$�(0 ���
B[[N0 < N1]]s =

⎧⎨
⎩ true , 
 N [[N0]]s < N [[N1]]s

false, ����������

B[[N0 = N1]]s =

⎧⎨
⎩ true , 
 N [[N0]]s = N [[N1]]s

false, ����������

B[[B0 = B1]]s =

⎧⎨
⎩ true , 
 B[[B0]]s = B[[B1]]s

false, ����������

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !
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������ ���

������������("  ���6� �" ��$�(0 ���
N [[if B then N0 else N1]]s =

⎧⎨
⎩ N [[N0]]s, �� B[[B]]s = true

N [[N1]]s, �������	�
�

B[[if B then B0 else B1]]s =

⎧⎨
⎩ B[[B0]]s, �� B[[B]]s = true

B[[B1]]s, �������	�
�

C[[if B then C0 else C1]]s =

⎧⎨
⎩ C[[C0]]s, �� B[[B]]s = true

C[[C1]]s, �������	�
�

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !
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������������("  ���6� �" ��$�(0 ���
C[[skip]]s = s

C[[C0;C1]]s = C[[C1]](C[[C0]]s)

C[[for N do C]]s = (C[[C]])n(s), ���� n = N [[N ]]s

9$�# � ��6���  ���� � �����(��!  �����

�'�� � �� � �0% � ��  '��.�#� 3�� ��� ��% 

 ����# C ��� ��������� s ��0� � C[[C]]s = s

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� � � !
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������ �����

< ��1���(" ��� ���%(� �"

������� i ∈ Var , π(i) ∈ { natural , boolean }
N ::= . . .

| i 3'�$ π(i) = natural

B ::= . . .

| i 3'�$ π(i) = boolean

C ::= . . .

| i := N 3'�$ π(i) = natural

| i := B 3'�$ π(i) = boolean

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �!� !
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������ ������

;������� �"

S = { s : Var → N ∪ { true , false }
| s(i) ∈ N 
 π(i) = natural ��

s(i) ∈ { true , false } 
 π(i) = boolean }

������������("  ���6� �"
N [[i]]s = s(i)

C[[i := N]]s = s[i := N [[N]]s]

B[[i]]s = s(i)

C[[i := B]]s = s[i := B[[B]]s]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �"� !
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93���� "  '����#= �"7  ����# �����

�������

C ::= . . . | while B do C

>�� 03� �� �� � ���������

< ���(" ������������(" �$����#� �"

C[[C]] : S ⇀ S

C[[C]]s �� �����(�� �� �  ��(� �� ��"  ����#"

C � ��0��# ��������� s � � � �����8 ���

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �#� !
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������ ���

������������ ��"  ����#" �����

4��  �/���(��� �������

C[[while B do C]] =

C[[if B then (C; while B do C)]]

C[[while B do C]]s =⎧⎨
⎩ C[[while B do C]](C[[C]]s), 
 B[[B]]s = true

s, 
 B[[B]]s = false

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !
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������ ����

������������ ��"  ����#" ����� ��$�(0 ���

:�� ���� ��� ���� c ��"  ���.��"
c(s) =

⎧⎨
⎩ c(C[[C]]s), 
 B[[B]]s = true

s, 
 B[[B]]s = false

?��" �.��3" �����3"! C[[while B do C]] = c∞

c0(s) = �� ������
�

ci+1(s) =

⎧⎨
⎩ ci(C[[C]]s), 
 B[[B]]s = true

s, 
 B[[B]]s = false

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �$� !



��	������� 
������ �����

����� ���� while (n > 0) do (n := prev n)

c0(s) = �� ������
�

c1(s) =

{

�� ������
�, 
 N [[n]]s > 0

s, 
 N [[n]]s = 0

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �%� !



��	������� 
������ ������

����� ���� while (n > 0) do (n := prev n)

c2(s) =
{

c1(C[[n := prev n]]s), �� N [[n]]s > 0
s, �� N [[n]]s = 0

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� ��������, �� N [[n]]s > 0


�� N [[n]](C[[n := prev n]]s) > 0
C[[n := prev n]]s, �� N [[n]]s > 0


�� N [[n]](C[[n := prev n]]s) = 0
s, �� N [[n]]s = 0

=

⎧⎨
⎩

� ��������, �� N [[n]]s > 0 
�� N [[n]]s ≥ 2
s[n := N [[n]]s − 1], �� N [[n]]s > 0 
�� N [[n]]s = 1
s, �� N [[n]]s = 0

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !



��	������� 
������ �����

����� ���� while (n > 0) do (n := prev n)

c2(s) =

⎧⎨
⎩

� ��������, �� N [[n]]s > 0 
�� N [[n]]s ≥ 2
s[n := N [[n]]s − 1], �� N [[n]]s > 0 
�� N [[n]]s = 1
s, �� N [[n]]s = 0

=
{

� ��������, �� N [[n]]s ≥ 2
s[n := 0], �� N [[n]]s < 2

>'��.���� �'�� ���� ��� 3��!

ci(s) =
{

� ��������, �� N [[n]]s ≥ i

s[n := 0], �� N [[n]]s < i

c∞(s) = s[n := 0] = C[[n := 0]]s

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !
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@�*�� ��� @�,�A�
7 �(�� � �� ���" BCDE

< ���6" ���� ����(�� ������ (D,	)

x 	 x 
�������


 x 	 y �� y 	 z ���� x 	 z ��������


 x 	 y �� y 	 x ���� x = y 
������������

.F��$���� �.F�A���  ���� ��� �����$%��

{ di ∈ D | i ∈ N } �(���� 6�� 

d0 	 d1 	 d2 	 . . . 	 di 	 di+1 	 . . .

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !



������ �� ��! ����

&� d  ���� ��. 3��� �G++�, H*G�5� ��$ P ⊆ D

�� p 	 d ��� ��% p ∈ P

&� d  ����  ��0���� ��. 3��� �-�	� G++�,

H*G�5 I -GH� ��$ P ⊆ D ��  ���� ��. 3���

��$ P ��� d 	 d′ ��� ��% ��. 3��� d′ ��$ P

&�  ��0���� ��. 3��� ��$ P ��� $'��0 ��  ����

�������3 ��� �$�1���8 ��� � 
⊔
P

&� (D,	)  ���� .F'�#� " �� ��� ��% 

.F��$���� $'��0 �  ��0���� ��. 3���⊔∞
i=0 di ∈ D

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� � � !



������ �� ��! �����

?�� � ���6" ���� ����(�� ������ (D,	) '�$

 ���� .F'�#� " �����8 ��� ' ��� �5*����

$ ������� ��� �

��� ��� ���	�� ����	����

���
���� ��� ���������	% $ ����
& �	
�

�
� �� ���� ���'������� ��
��'� ������'�

��� �����	 �� ��� 
����� ��� ��������

⊥ ��� !  ��0���� ��� �(����� ����0 ��  �3"

' ���$ ��� $'��0�$�� ⊥ 	 x 	 

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �!� !



������ �� ��! ����

;����� $(" ' ��.�! (��. �� ������ S ��� ��

' ��� (D,	D) ��� (E,	E)

&� 8 ���" (S,=) ���8 � (�� ' ���

�������#" �������" �5�	�,���-
 *,5�,�5�

9�$=.�(�� �-�J��5� ' ���
D⊥ = D ∪ {⊥} 3'�$ ⊥ �∈ D

⊥ 	 d ��� ��% d ∈ D

d1 	 d2 �� d1 	D d2

9� �� D  ���� ' ��� �������#" �������"7 ��

D⊥ �(� ���  '�' �� �K�� ' ���

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �"� !



������ �� ��! ���

;����� $(" ' ��.�! ��$�(0 ���

L��3� �� �+,*5G���

D × E = { 〈d, e〉 | d ∈ D, e ∈ E }
〈d1, e1〉 	 〈d2, e2〉 �� d1 	D d2 ��� e1 	E e2

4��0.����(�� �%������ �5�	M*��� 	G��

D + E = { 〈0, d〉 | d ∈ D } ∪ { 〈1, e〉 | e ∈ E }
〈0, d1〉 	 〈0, d2〉 
 d1 	D d2

〈1, e1〉 	 〈1, e2〉 
 e1 	E e2

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �#� !



������ �� ��! ����

<�� �$������� f : D → E �(� ��� ���3����

��*�*�*��� �� ��� ��% x 	D y ��0� �
f(x) 	E f(y)

<�� �$������� f : D → E �(� ��� �$� 0#"

��*����G*G	� �� ��� ��% .F��$���� ��$ D

f (
⊔∞

i=0 di) =
⊔∞

i=0 f(di)

9� � f  ���� �$� 0#"7 �3�  ���� ���3����

<�� �$������� f : D → E �(� ��� �$����#

�	�,���� �� f(⊥D) = ⊥E

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� !



������ �� ��! �����

;����� $(" ' ��.�! ��$�(0 ���

� ��� �$����#� .� �JG����*� 5*����

D → E = { f : D → E | f �$� 0#" }
f 	 g �� f(x) 	E g(x) ��� ��% x ∈ D

N 6����  ��0����$ ���% ��� ��� ��$!

?��. D ' ��� �  ��0���� ����0 �� ⊥ ���

f : D → D �$� 0#" �$�������2 &3� � f (0 �

 ��0���� �." '��" 	D� ���% �3 ��� �� ���

�$�3  ���� ��� � 
fix f =

⊔∞
i=0 f

i(⊥)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �$� !



��	������� 
������ "�!# ���

?��. �� ' ��� �������#" �������"

N! /$����� ���%���

T! �����(" ���(" { true, false }
S! �������� �" ��#��"

������������(" �$����#� �"
C[[C]] : S → S⊥
B[[B]] : S → T

N [[N]] : S → N

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �%� !



��	������� 
������ "�!# ����

9� f : D → E⊥ ���8�$� f+ : D⊥ → E⊥

f+(x) =

{
⊥, �� x = ⊥
f(x), ���/�� ����

������������("  ���6� �"
C[[skip]]s = s

C[[C0;C1]]s = C[[C1]]
+(C[[C0]]s)

C[[for N do C]]s = (C[[C]]+)n(s), ���� n = N [[N ]]s

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ����  �� !



��	������� 
������ "�!# ����

������������("  ���6� �" ��$�(0 ���
C[[if B then C0 else C1]]s =

⎧⎨
⎩ C[[C0]]s, �� B[[B]]s = true

C[[C1]]s, �������	�
�

������������ ��"  ����#" �����

C[[while B do C]]s = fixF s

F f s =

⎧⎨
⎩ f(C[[C]]s), 
 B[[B]]s = true

s, 
 B[[B]]s = false

������ F i(⊥) �� ci

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
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M,N ::= x | (λx.M) | (M N)

������������# �$������� [[M ]] : D

��31����! �� ����0 �� ��$ ' ���$ D  ����

�$����#� �" f : D → D

D � D → D

4 � $'��0 � �� � �����(�� ������ '�$ ��
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P�����/���3" D � D → D

φ : D → (D → D) φ ◦ ψ = id

ψ : (D → D) → D ψ ◦ φ = id

� ��1�����! ρ ∈ Env = Var → D

������������# �$�������! [[M ]] : Env → D

������������("  ���6� �"

[[x ]]ρ = ρ x

[[λx.M ]]ρ = ψ (λv : D. [[M ]](ρ[x := v]))

[[M N ]]ρ = φ ([[M ]]ρ) ([[N ]]ρ)
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P��3��� " ��" ������������"

�$�(' �� ��" βF� �����'#"

[[ (λx.M)N ]] = [[M [x := N ] ]]

Q���."7 �$�(' �� ��" ηF� �����'#"

9'�� ��������� �� ���(�.� �.� φ ��� ψ�!

[[Ω]]ρ = ⊥
[[λx.Ω]]ρ = ψ⊥ = ⊥

[[ (λx. I) Ω]]ρ = [[I ]]ρ

R ������������ �'���� � �� ���������# ��"
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