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#���� ������ ������ ��� �������!�� ���
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if �
��"�� then 42 else � ���

	 ���� ����� ��� ��� ��������

0'&1)2345 2(65 5''+'78

9� ���� ��� ��!��� �������������

⇔ 	
����� ��
 �
��"���� �����

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !�� 



�����	� ��	� ���

	����� 0�� ������8

e ::= n | − e | e1 + e2 | . . .

| true | false | ¬e | e1 ∧ e2 | . . .

| e1 < e2 | if e then e1 else e2 | . . .

:����
����" ���������� 0+65'-23+1-; 754-123<78

	���� ����=��� s −→ s′ �����

��������� ���  �������� ����"�

>� ��� ������ ��!�� �� �������

s ::= e

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "�� 



�����	� ��	� ����

9��������

if true then (15 + 27) else (3 + 4)

−→ 15 + 27 −→ 42

�� ��� ����� ������� �� �������?

���� ����� � ��������?

@����

v ::= n | true | false

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #�� 
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	���� ������!�

9� � ������� ������"� �� �� ����������

���� [[ � ]] : v → v ���� � ����� ��


�A�A [[¬ ]](true) = false

9� ◦ ������� ������"� �� ��� ���������

���� [[ ◦ ]] : v × v → v ���� � ����� ��


�A�A [[ + ]](15, 27) = 42

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $�� 



�����	� ��	� ����

:����
����" ����������

�v −→ [[ � ]](v) if true then e1 else e2 −→ e1

v1 ◦ v2 −→ [[ ◦ ]](v1, v2) if false then e1 else e2 −→ e2

e −→ e′

�e −→ �e′
e1 −→ e′1

e1 ◦ e2 −→ e′1 ◦ e2

e2 −→ e′2
v1 ◦ e2 −→ v1 ◦ e′2

e −→ e′

if e then e1 else e2 −→ if e′ then e1 else e2

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ��� 
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:����
����" ���������� 0�
�����8

#�!��� ��������������"� ����������

9� e −→ e′ �� e −→ e′′ ���� e′ ≡ e′′

�������� e ���� ������" ��� " ��� ���


������ e′ ����� !��� e −→ e′

#�!���� ���� ���" ���� ������" ��� "

B�� ������� C if 1 then true else false

�������� e ���� ��������� � ����

������" ��� " ����� � ���� ���"

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ����  �� 
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:����
����" ���������� 0�
�����8

�������� −→∗ ���� �� �������� ��

���=���� �������� ��� −→

#�!��� ����������� ������!� ��� !��

9� e −→∗ u �� e −→∗ u′� ���
 u, u′

�������� ��� ��� ���� u ≡ u′

#�!��� �������������� 01+'4-;3D-23+18

" ����������� �� ���� e 
������

������" ��� " u ����� !��� e −→∗ u

	����� �
��"���� ������ �� 
�"

���������� �� ������

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� %�� 
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	����� 0�����8

τ ::= Int | Bool

E����� ����� e : τ

n : Int true : Bool false : Bool

e1 : Int e2 : Int

e1 + e2 : Int

e1 : Int e2 : Int

e1 < e2 : Bool

e : Int
−e : Int

e1 : Bool e2 : Bool

e1 ∧ e2 : Bool

e : Bool
¬e : Bool

e : Bool e1 : τ e2 : τ

if e then e1 else e2 : τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 



�����	� ��	� ������

F������ ����� 02(631G .5'3H-23+178
true : Bool

15 : Int 27 : Int
15 + 27 : Int

3 : Int 4 : Int
3 + 4 : Int

if true then (15 + 27) else (3 + 4) : Int

$�������� ��
 �
��"���� �����

#�!��� ����������� �����

#�!��� ����������� �����!�

:"�� ������� "� 031H5'73+1 ;544-8�

I������ �����
"� �����!� ����
� �A�A

� � e1 < e2 : τ ���� τ = Bool�

e1 : Int �� e2 : Int

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 
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$�������� ��
 �
��"���� ����� 0�
�����8

#�!��� ������
 06'+G'5778�

9� e : τ ���� ���� e ���� ���"� ���� 
������

e′ ������ !��� e −→ e′

#�!��� ���"����� 06'575'H-23+18�

9� e : τ �� e −→ e′ ���� e′ : τ

9� ���� J F������ K L��"����

9� � �� ��� e ���� ����� � �������" ���

��� ������ � ����"���

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 



���	� ���������� ���
λ)�������� �� ����� ����
�

	����� 0������ �� ������� �����8
τ ::= . . . | τ1 → τ2

e ::= . . . | x | λx : τ. e | e1 e2

v ::= . . . | λx : τ. e

:����
����" ����������� <-;; M( H-;&5

e1 −→ e′1
e1 e2 −→ e′1 e2

e2 −→ e′2
v1 e2 −→ v1 e′2

(λx : τ. e) v −→ e[x := v]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �!�� 



���	� ���������� ����

:����
����" ����������� <-;; M( 1-45
e1 −→ e′1

e1 e2 −→ e′1 e2
(λx : τ. e) e′ −→ e[x := e′]

F���=������ ����� Γ� ����� ��
�!� (x, τ)

E����� ����� Γ 
 e : τ

(x, τ) ∈ Γ

Γ 
 x : τ

Γ, x : τ 
 e : τ ′

Γ 
 λx : τ. e : τ → τ ′

Γ 
 e1 : τ → τ ′ Γ 
 e2 : τ

Γ 
 e1 e2 : τ ′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �"�� 
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$�������� ��
 �
��"���� �����

#�!��� ������
 06'+G'5778�

9� ∅ 
 e : τ ���� ���� e ���� ���"� ����


������ e′ ������ !��� e −→ e′

#�!��� ���"����� 06'575'H-23+18�

9� Γ 
 e : τ �� e −→ e′ ���� Γ 
 e′ : τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �#�� 



 ��!� ����"���� ���

@���� ������ Unit 0��=�A ���� ��� %8

	����� 0������ �� ������� �����8
τ ::= . . . | Unit

e ::= . . . | unit | e1; e2

v ::= . . . | unit

:����
����" ����������

unit ; e −→ e
e1 −→ e′1

e1; e2 −→ e′1; e2

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �$�� 



 ��!� ����"���� ����

E����� �����

Γ 
 unit : Unit
Γ 
 e1 : Unit Γ 
 e2 : τ

Γ 
 e1; e2 : τ

N(12-<23< 7&G-'� �� ���������� <-;;)M()H-;&5�

� ����
���" �������� ������ � ������� ��

�������� ��� " 0.5'3H5. O+'48

e1; e2 ≡ (λx : Unit. e2) e1 �� x �∈ FV(e2)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 



 ��!� ����"���� �����

9������ �������� P ���" ;52

	����� 0�� ������8

e ::= . . . | let x = e1 in e2

:����
����" ����������� <-;; M( H-;&5

e1 −→ e′1
let x = e1 in e2 −→ let x = e′1 in e2

let x = v in e −→ e[x := v]

:����
����" ����������� <-;; M( 1-45

let x = e1 in e2 −→ e2[x := e1]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� � �� 



 ��!� ����"���� ����

E���� �����

Γ 
 e1 : τ ′ Γ, x : τ ′ 
 e2 : τ

Γ 
 let x = e1 in e2 : τ

N(12-<23< 7&G-'� � ���" ;52 ������ � �������

�� �������� ��� "� 
�� ��� ���Q������ ���

� ���������� ��� 0<-;; M( H-;&5 R <-;; M( 1-458

�
� ���� �� 
�" ��� �
���"����

let x = e1 in e2 ≡ (λx : τ ′. e2) e1

S ���� " ��� ���� ������ =���� ���

�����"� ������ ����������
 � =����� �� τ ′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �%�� 
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$ ���

	����� 0������ �� ������8

τ ::= . . . | τ1 × τ2

e ::= . . . | 〈e1, e2〉 | fst e | snd e

@����� ����
� �����

v ::= . . . | 〈v1, v2〉

:����
����" ����������� ����
� �����

fst 〈v1, v2〉 −→ v1 snd 〈v1, v2〉 −→ v2

e −→ e′

fst e −→ fst e′
e −→ e′

snd e −→ snd e′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 
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$ ����

:����
����" ���������� 0�
�����8
e1 −→ e′1

〈e1, e2〉 −→ 〈e′1, e2〉
e2 −→ e′2

〈v1, e2〉 −→ 〈v1, e
′
2〉

@����� ������ �����

v ::= . . . | 〈e1, e2〉

:����
����" ����������� ������ �����

fst 〈e1, e2〉 −→ e1 snd 〈e1, e2〉 −→ e2

e −→ e′

fst e −→ fst e′
e −→ e′

snd e −→ snd e′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 



#��
$ �����

E����� �����

Γ 
 e1 : τ1 Γ 
 e2 : τ2

Γ 
 〈e1, e2〉 : τ1 × τ2

Γ 
 e : τ1 × τ2

Γ 
 fst e : τ1

Γ 
 e : τ1 × τ2

Γ 
 snd e : τ2

T��������� ��� ��
�!�

F������� 02&6;578 〈e1, . . . , en〉

T��� �� 0'5<+'.78 〈x1=e1, . . . , xn=en〉

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 



 %�	����� ���

	����� 0������ �� ������8

τ ::= . . . | τ1 + τ2

e ::= . . . | inl e | inr e | [e1, e2]

@����� ����
� �������
v ::= . . . | inl v | inr v | [v1, v2]

:����
����" ����������� ����
� �������

[v1, v2] (inl v) −→ v1 v [v1, v2] (inr v) −→ v2 v

e −→ e′

inl e −→ inl e′
e −→ e′

inr e −→ inr e′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �!�� 



 %�	����� ����

:����
����" ���������� 0�
�����8
e1 −→ e′1

[e1, e2] −→ [e′1, e2]

e2 −→ e′2
[v1, e2] −→ [v1, e

′
2]

@����� ������ �������
v ::= . . . | inl e | inr e | [e1, e2]

:����
����" ����������� ������ �������

[e1, e2] (inl e) −→ e1 e [e1, e2] (inr e) −→ e2 e

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �"�� 



 %�	����� �����

E����� �����

Γ 
 e : τ1

Γ 
 inl e : τ1 + τ2

Γ 
 e : τ2

Γ 
 inr e : τ1 + τ2

Γ 
 e1 : τ1 → τ Γ 
 e2 : τ2 → τ

Γ 
 [e1, e2] : (τ1 + τ2) → τ

9������� �� ���������� �����

T��������� ��� ����������

F������ 0H-'3-1278

T�!���� 0&13+178� �����"���� 051&45'-23+178

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �#�� 



 ��&�	�� ���

	����� 0�� ������8

e ::= . . . | fix e

:����
����" ����������� <-;; M( H-;&5

fix (λx : τ. e) −→ e[x := fix (λx : τ. e)]

e −→ e′

fix e −→ fix e′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �$�� 



 ��&�	�� ����

:����
����" ����������� <-;; M( 1-45
fix e −→ e (fix e)

E���� �����

Γ 
 e : τ → τ
Γ 
 fix e : τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 



 ��&�	�� �����

F�������� <-;; M( H-;&5

p ≡ fix (λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 1 then 1 else n ∗ f (n − 1))

p 3 −→ (λn : Int. if n ≤ 1 then 1 else n ∗ p (n − 1)) 3

−→ if 3 ≤ 1 then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ if false then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ 3 ∗ p (3 − 1)

−→ 3 ∗ p 2

−→∗ . . .

−→ 3 ∗ (2 ∗ 1) −→ . . . −→ 6

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� � �� 



 ��&�	�� ����

F�������� <-;; M( 1-45

p ≡ fix (λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 1 then 1 else n ∗ f (n − 1))

p 3 −→ (λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 1 then 1 else n ∗ f (n − 1)) p 3

−→ (λn : Int. if n ≤ 1 then 1 else n ∗ p (n − 1)) 3

−→ if 3 ≤ 1 then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ if false then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ 3 ∗ p (3 − 1)

−→ . . .

−→ 3 ∗ ((3 − 1) ∗ (3 − 1 − 1)) −→ . . . −→ 6

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �%�� 



 ��&�	�� ���

9�����" �� ��!��� ��������������
ω ≡ fix (λx : Int. x)

9��������� <-;; M( H-;&5

ω −→ fix (λx : Int. x) ≡ ω

−→ . . .

9��������� <-;; M( 1-45
ω −→ fix (λx : Int. x)

−→ (λx : Int. x) ω

−→ ω

−→ . . .

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !��� 



 ��&�	�� ����

T
�������� ������� ���" ;52'5<

	����� 0�� ������8

e ::= . . . | letrec x = e1 in e2

E���� �����

Γ, x : τ ′ 
 e1 : τ ′ Γ, x : τ ′ 
 e2 : τ

Γ 
 letrec x = e1 in e2 : τ

F������� ��� "
letrec x = e1 in e2 ≡

let x = fix (λx : τ ′. e1) in e2

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !��� 



 ��'	�!� ���

F���������� ��������������

���=����� �� ������

I�"��� 9� ���� 0'5O5'51<578 " ������� 06+3125'78

	����� 0������ �� ������8

τ ::= . . . | Ref τ

e ::= . . . | ref e | !e | e1 := e2

L����
�� 0-;;+<-23+18� ��������������

0.5'5O5'51<31G8 �� �
���
�� 0-;3-731G8

	
����" ���
����!� 0G-'M-G5 <+;;5<23+18

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !��� 



 ��'	�!� ����

E����� �����

Γ 
 e : τ
Γ 
 ref e : Ref τ

Γ 
 e : Ref τ
Γ 
 !e : τ

Γ 
 e1 : Ref τ Γ 
 e2 : τ

Γ 
 e1 := e2 : Unit

F�������� <-;; M( H-;&5
let r = ref 6 in !r ∗ (r :=!r + 1; !r)

9��������� ��������� ����� �� � �����

���" ���� ������ ��� ���������

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !!�� 



 ��'	�!� �����

#����� ��"��� 0;+<-23+178 loci� ���
 i ∈ N

I�"��� m : N ⇀ v� ������� 06-'23-;8 �
���"����

	����� 0������ �� ������� ���������8

v ::= . . . | loci

e ::= . . . | ref e | !e | e1 := e2 | loci

s ::= (e,m)

:����
����" ����������

E��� 
������ ������������� ����� ���

��� "� e −→ e′ ������ � �������� ���

�� ��� " (e,m) −→ (e′,m′)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !"�� 



 ��'	�!� ����

:����
����" ���������� 0�
�����8
(e,m) −→ (e′,m′)
(!e,m) −→ (!e′,m′)

m(i) = v

(!loci,m) −→ (v,m)

(e1,m) −→ (e′1,m
′)

(e1 := e2,m) −→ (e′1 := e2,m
′)

(e2,m) −→ (e′2,m
′)

(v1 := e2,m) −→ (v1 := e′2,m
′)

(loci := v,m) −→ (unit ,m{i �→ v})

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !#�� 



 ��'	�!� ���

:����
����" ���������� 0�
�����8
(e,m) −→ (e′,m′)

(ref e,m) −→ (ref e′,m′)

j = max(dom(m)) + 1

(ref v,m) −→ (locj,m{j �→ v})

S  ������� ����" ��
 ��������������

��� �����
����" ���������� ��� �����

�
����" ���
����!�

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !$�� 



 ��'	�!� ����

E����� ����� 0�
�����8

L�� 
������ ����� ����� �� loci

L� ��������� ���� ������" ������ ����

��� ����������� loci �� ���������

U�������� ���� �� �� ������ ���

�����"��� ��� ��!���

@���� ��"��� M : N ⇀ τ � ������� �
���"����

T������ ������ ����� Γ;M 
 e : τ

M(i) = τ

Γ;M 
 loci : Ref τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !��� 



 ��'	�!� �����

$�������� ��
 �
��"���� �����

�������� Γ 
 m : M ���

dom(m) = dom(M) �� �� ����
i ∈ dom(m) ������ Γ;M 
 m(i) : M(i)

#�!��� ������
 06'+G'5778�

9� ∅;M 
 e : τ ���� ���� e ���� ���"� ����

�� ���� m ������ !��� ∅ 
 m : M 
������

(e′,m′) ������ !��� (e,m) −→ (e′,m′)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ! �� 



 ��'	�!� ������

$�������� ��
 �
��"���� ����� 0�
�����8

#�!��� ���"����� 06'575'H-23+18�

9� Γ;M 
 e : τ �

Γ 
 m : M ��

(e,m) −→ (e′,m′)�

���� 
������ ������ M ′ ������ !���

M ⊆ M ′

Γ 
 m′ : M ′ ��

Γ;M ′ 
 e′ : τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� !%�� 



()���!���� ���

F��=��V� ��������!� ������!���� 05W<5623+178

	����� 0�� ������8

e ::= . . . | abort

:����
����" ���������� 0<-;; M( H-;&58

abort e −→ abort v abort −→ abort

9�������� ������ �� ��� ������ " ���

������������ ��� ��������� �� � ���

������������ ��� ��!���

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "��� 



()���!���� ����

E���� �����

Γ 
 abort : τ

$�������� ��
 �
��"���� �����

T�������� �� ���������� �����

#�!��� ������
 06'+G'5778�

9� ∅ 
 e : τ ���� ���� e ���� ���"� ���� ����

abort� ���� 
������ e′ ������ !��� e −→ e′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "��� 



()���!���� �����

U�������� ��������� 05W<5623+1 X-1.;31G8

T�������� ��
 ��� ���
� ����� ���

	����� 0������ �� ������8

τ ::= . . . | Exn

e ::= . . . | throw e | try e1 catch e2

:����
����" ���������� 0<-;; M( H-;&58

(throw v) e −→ throw v v1 (throw v2) −→ throw v2

throw (throw v) −→ throw v e −→ e′

throw e −→ throw e′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "��� 



()���!���� ����

:����
����" ���������� 0�
�����8
try v catch e −→ v try throw v catch e −→ e v

e1 −→ e′1
try e1 catch e2 −→ try e′1 catch e2

E����� �����

Γ 
 e : Exn
Γ 
 throw e : τ

Γ 
 e1 : τ Γ 
 e2 : Exn → τ

Γ 
 try e1 catch e2 : τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "!�� 



()���!���� ���

I�������� ��������� ������

F�������� 454+3D-23+1 0�� Y%-4;8

��� 	�� �� � �

� � �� � ���� � ��
� �� ����� � �� �����

��� ��� � �������	���� ���

��� 	��  � �!�� � �

�	"
��������� ��� �

#��� $��!���� �%

��� � �

� � �� � ���� �

��
�  � �!�� ����� �  � �!�� ����� ��

��������� ��� � �& �

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ""�� 



*�	��	� ���

	���� 
������� 07&M2(65 '5;-23+18 τ <: τ ′

� ����� τ ���� 
������� ��
 τ ′ ��� ����

�� ��� ����
 τ ������ � �������������� ��

�� ���� ���
 ������� �� ��� ����
 τ ′

E���� ����� 07&M7&4623+18
Γ 
 e : τ τ <: τ ′

Γ 
 e : τ ′

F�������

Nat <: Int <: Real

〈x : Nat, y : Bool〉 <: 〈x : Nat〉

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "#�� 



*�	��	� ����

	����� 0�����8

τ ::= . . . | Top | Bot

	���� 
�������

Γ 
 τ <: τ
τ1 <: τ2 τ2 <: τ3

τ1 <: τ3

τ <: Top Bot <: τ

S ����� 
������� ���������� �� ��
�


��������� ����
� ��� ��!��� ���

��������� �����

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "$�� 



*�	��	� �����

	���� 
�������� �
���"����

τ ′
1 <: τ1 τ2 <: τ ′

2

τ1 → τ2 <: τ ′
1 → τ ′

2

	���� 
�������� ���� ��
〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n + k〉 <: 〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉

〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉 �������� ��	 〈x′
i : τ ′

i | 1 ≤ i ≤ n〉
〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉 <: 〈x′

i : τ ′
i | 1 ≤ i ≤ n〉

τi <: τ ′
i 
�� ��� i

〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉 <: 〈xi : τ ′
i | 1 ≤ i ≤ n〉

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "��� 



*�	��	� ����

	���� 
�������� � ����

τ <: τ ′ τ ′ <: τ
Ref τ <: Ref τ ′

F�������� ��������
 ��� Int <: Real� ���

���� ����
���� Ref Int <: Ref Real� �A�A

(λr : Ref Real. r := 3.14) (ref 1)

F�������� ��"�� ��
 Bot

Γ 
 abort : Bot

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� " �� 



*�	��	� ���

@���� ���"� 03125'75<23+1 2(6578

	����� 0�����8

τ ::= . . . | τ1 ∧ τ2

	���� 
�������� ����� ���"�
τ1 ∧ τ2 <: τ1 τ1 ∧ τ2 <: τ2

τ <: τ1 τ <: τ2

τ <: τ1 ∧ τ2

(τ → τ1) ∧ (τ → τ2) <: τ → (τ1 ∧ τ2)

F�������� 
��� ������ ������!�

+ : (Int → Int → Int) ∧ (Real → Real → Real)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� "%�� 



*�	��	� ����

9���!���� ��� � ��!�� ����� 07+&'<578

�� 
�������� 0-<<562+'78

	����� 0�����8

τ ::= . . . | Src τ | Acc τ

E����� �����

Γ 
 e : Src τ
Γ 
 !e : τ

Γ 
 e1 : Acc τ Γ 
 e2 : τ

Γ 
 e1 := e2 : Unit

Γ 
 e : τ
Γ 
 ref e : Src τ ∧ Acc τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #��� 



*�	��	� �����

	���� 
�������� ����� �� 
��������
τ <: τ ′

Src τ <: Src τ ′
τ ′ <: τ

Acc τ <: Acc τ ′

N(12-<23< 7&G-'� Ref τ ≡ Src τ ∧ Acc τ � �����

Ref τ <: Src τ Ref τ <: Acc τ

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #��� 



*�	��	� ������

@���� ������ 0&13+1 2(6578

	����� 0�����8

τ ::= . . . | τ1 ∨ τ2

	���� 
�������� ����� ������
τ1 <: τ1 ∨ τ2 τ2 <: τ1 ∨ τ2

τ1 <: τ τ2 <: τ
τ1 ∨ τ2 <: τ

(τ1 → τ) ∧ (τ2 → τ) <: (τ1 ∨ τ2) → τ

(τ1 ∧ τ2) ∨ τ <: (τ1 ∨ τ) ∧ (τ2 ∨ τ)

(τ1 ∨ τ2) ∧ τ <: (τ1 ∧ τ) ∨ (τ2 ∧ τ)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #��� 



 ��&�	���	� ��	� ���

F�������� ������  
���!� ����!�

list Nat � Unit + (Nat × list Nat)

Z���������� list Nat ≡ μα.Unit + (Nat × α)

[�������� ������!�

nil Nat : list Nat
≡ inl unit

cons Nat : Nat → list Nat → list Nat
≡ λh : Nat. λt : list Nat. inr 〈h, t〉

length Nat : list Nat → Nat
≡ fix (λf : list Nat → Nat. λ� : list Nat.

[λu : Unit. 0, λp : Nat × list Nat. 1 + f (snd p)] �)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #!�� 



 ��&�	���	� ��	� ����

F��=���� � ������������ ������� �����
nil Nat : Unit + (Nat × list Nat)

��� ��
 ����
�����

nil Nat : list Nat

:��� \� ������ ����� 05]&3)'5<&'73H58

μα. τ <: τ [α := μα. τ ]

τ [α := μα. τ ] <: μα. τ

:��� ^� ������ ����� ����� 037+)'5<&'73H58

unfoldμα. τ : (μα. τ) → τ [α := μα. τ ]

foldμα. τ : τ [α := μα. τ ] → (μα. τ)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #"�� 



 ��&�	���	� ��	� �����

$��)��������� ����� 037+)'5<&'73H5 2(6578

	����� 0������ �� ������� �����8
τ ::= . . . | α | μα. τ

e ::= . . . | unfoldτ (e) | foldτ(e)

v ::= . . . | foldτ(v)

:����
����" ����������

unfoldτ(foldτ ′(v)) −→ v

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ##�� 



 ��&�	���	� ��	� ����

E����� �����

τ ′ = μα. τ Γ 
 e : τ [α := τ ′]
Γ 
 foldτ ′(e) : τ ′

τ ′ = μα. τ Γ 
 e : τ ′

Γ 
 unfoldτ ′(e) : τ [α := τ ′]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #$�� 



 ��&�	���	� ��	� ���

F�������� ������  
���!� ����!�
list Nat ≡ μα.Unit + (Nat × α)

nil Nat : list Nat
≡ foldlist Nat(inl unit)

cons Nat : Nat → list Nat → list Nat
≡ λh : Nat. λt : list Nat. foldlist Nat(inr 〈h, t〉)

length Nat : list Nat → Nat
≡ fix (λf : list Nat → Nat. λ� : list Nat.

[λu : Unit. 0, λp : Nat × list Nat. 1 + f (snd p)]
unfoldlist Nat(�))

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #��� 



 ��&�	���	� ��	� ����

9��������� ����� �� �������������
fix τ : (τ → τ) → τ

≡ λf : τ → τ.

(λx : (μα. α → τ). f (xx))

(λx : (μα. α → τ). f (xx))

divergeτ : τ

≡ fix τ (λx : τ. x)

	���� 
�������� ��������� �����

Δ, α <: α′ 
 τ <: τ ′

Δ 
 μα. τ <: μα′. τ ′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� # �� 



�	���	�'���+� ,$� ")$� ���

F�������� �
�����" �
�������

id : ∀α. α → α

≡ Λα. λx : α. x

F�������� ������� �
���"����
comp : ∀α. ∀β. ∀γ.

(β → γ) → (α → β) → α → γ

≡ Λα.Λβ.Λγ.

λf : β → γ. λg : α → β. λx : α. f (g x)

U�"�� 
�!�

id [Nat] 42

comp [Real] [Int] [Nat] round abs (−41.87)

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� #%�� 



�	���	�'���+� ,$� ")$� ����

F�������� ���
��� ���� ������

@���� ��������
 ������ α

nil : ∀α. μβ.Unit + (α × β)
≡ Λα. foldμβ. Unit+(α×β)(inl unit)

cons : ∀α. α → (μβ.Unit + (α × β)) →
(μβ.Unit + (α × β))

≡ Λα. λh : α. λt : (μβ.Unit + (α × β)).
foldμβ. Unit+(α×β)(inr 〈h, t〉)

U�"��� �����
��� ����� [42, 7]

	 : μβ.Unit + (Nat × β)
≡ cons [Nat] 42 (cons [Nat] 7 (nil [Nat]))

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $��� 



�	���	�'���+� ,$� ")$� �����

	����� F " F2 " ���
��� ���� λ)��������

^�� �����

	����� 0������ �� ������� �����8
τ ::= . . . | α | ∀α. τ

e ::= . . . | Λα. e | e [τ ]

v ::= . . . | Λα. v

:����
����" ����������

(Λα. e) [τ ] −→ e[α := τ ] e −→ e′

e [τ ] −→ e′ [τ ]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $��� 



�	���	�'���+� ,$� ")$� ����

F���=������ ����� Γ� ����� �� �������

��� ��� "� (x, τ)� "

��� ��� "� α

E����� �����

Γ, α 
 e : τ

Γ 
 Λα. e : ∀α. τ
Γ 
 e : ∀α. τ

Γ 
 e [τ ′] : τ [α := τ ′]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $��� 



�	���	�'���+� ,$� ")$� ���

	����� _� 346'5.3<-23H5 ���
��� �����

346'5.3<-23H32(� � ����� τ ��� e [τ ] ������ �

���� ���
��� ����

6'5.3<-23H32(� � ����� τ ��� e [τ ] ������ � ����

������� ����

346'5.3<-23H32( ⇒ &1.5<3.-M;5 2(65 31O5'51<5

;52)6+;(4+'6X374 R 4+1+4+'6X3< '572'3<23+1

���� `a �� �� ����� ���� ��!���� �� 2(65

31O5'51<5 �� ������ ����� *31.;5()`3;15'

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $!�� 



�	���	�'���+� ω-")$� ���

F�������� ���
��� ���� ������

list :: ∗ ⇒ ∗
≡ λα :: ∗. μβ.Unit + (α × β)

nil : ∀α :: ∗. list α

≡ Λα :: ∗. foldlist α(inl unit)

cons : ∀α :: ∗. α → list α → list α

≡ Λα :: ∗. λh : α. λt : list α. foldlist α(inr 〈h, t〉)
length : ∀α :: ∗. list α → Nat

≡ Λα :: ∗.fix (λf : list α → Int. λ� : list α.

[λu : Unit. 0, λp : α × list α. 1 + f (snd p)]
unfoldlistα(�))

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $"�� 



�	���	�'���+� ω-")$� ����

F�������

f : ∀m :: ∗ ⇒ ∗. (∀α :: ∗. α → mα) →
∀α :: ∗. ∀β :: ∗. (α × β) → (mα × mβ)

= Λm :: ∗ ⇒ ∗. λg : (∀α :: ∗. α → mα).

Λα :: ∗.Λβ :: ∗. λp : α × β.

〈g [α] (fst p), g [β] (snd p)〉

U�"�� ��� f

g ≡ Λα :: ∗. λx : α. cons [α]x (nil [α])

p ≡ f [list] g [Nat] [Bool] 〈42, true〉

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $#�� 



�	���	�'���+� ω-")$� �����

	����� Fω

	����� 0����� ������ �� ������� �����8
κ ::= ∗ | κ1 ⇒ κ2

τ ::= . . . | α | ∀α :: κ. τ | λα :: κ. τ | τ1 τ2

e ::= . . . | Λα :: κ. e | e [τ ]

v ::= . . . | Λα :: κ. v

:����
����" ���������� 0�� ������� �����8

(Λα :: κ. e) [τ ] −→ e[α := τ ] e −→ e′

e [τ ] −→ e′ [τ ]

(λα :: κ. τ) τ ′ −→ τ [α := τ ′] ����

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $$�� 



�	���	�'���+� ω-")$� ����

F���=������ ����� Γ� ����� �� �������

��� ��� "� (x, τ)� "

��� ��� "� (α, κ)

E����� ����� 0�����8

(α, κ) ∈ Γ
Γ 
 α :: κ

Γ 
 Nat :: ∗ Γ 
 Bool :: ∗

Γ 
 τ1 :: ∗ Γ 
 τ2 :: ∗
Γ 
 τ1 → τ2 :: ∗

Γ, α :: κ 
 τ :: ∗
Γ 
 ∀α :: κ. τ :: ∗

Γ, α :: κ 
 τ :: κ′

Γ 
 λα :: κ. τ :: κ ⇒ κ′
Γ 
 τ1 :: κ ⇒ κ′ Γ 
 τ2 :: κ

Γ 
 τ1 τ2 :: κ′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $��� 



�	���	�'���+� ω-")$� ���

$����� ������ �� τ = τ ′ ������� � �����

����
���� ��
 ��������� �� �� �������"

����� τ −→ τ ′

E����� ����� 0�� ������8

Γ 
 τ :: ∗ Γ, x : τ 
 e : τ ′

Γ 
 λx : τ. e : τ → τ ′
Γ 
 e1 : τ → τ ′ Γ 
 e2 : τ

Γ 
 e1 e2 : τ ′

Γ, α :: κ 
 e : τ

Γ 
 Λα :: κ. e : ∀α :: κ. τ
Γ 
 e : ∀α :: κ. τ ′ Γ 
 τ :: κ

Γ 
 e [τ ] : τ ′[α := τ ]

Γ 
 e : τ Γ 
 τ ′ :: ∗ τ = τ ′
Γ 
 e : τ ′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $ �� 
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τ ::= . . . | ∃α :: κ. τ

e ::= . . . | pack(α :: κ = τ, e : τ ′)
| open e as (α :: κ, x : τ) in e′

v ::= . . . | pack(α :: κ = τ, v : τ ′)

:����
����" ����������

open pack(α :: κ = τ, v : τ ′) as (α′ :: κ′, x : τ ′′) in e

−→ e[α′ := τ ][x := v]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� $%�� 
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e −→ e′

pack(α :: κ = τ, e : τ ′) −→ pack(α :: κ = τ, e′ : τ ′)

e1 −→ e′1
open e1 as (α :: κ, x : τ) in e2 −→ open e′1 as (α :: κ, x : τ) in e2

E����� ����� 0�����8
Γ, α :: κ 
 τ :: ∗

Γ 
 ∃α :: κ. τ :: ∗

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 
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Γ 
 τ :: κ Γ 
 e : τ ′[α := τ ]

Γ 
 pack(α :: κ = τ, e : τ ′) : ∃α :: κ. τ ′

Γ 
 τ ′ :: ∗ Γ 
 e : ∃α :: κ. τ Γ, α :: κ, x : τ 
 e′ : τ ′

Γ 
 open e as (α :: κ, x : τ) in e′ : τ ′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 
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stream :: ∗ ⇒ ∗
≡ λα :: ∗.∃β :: ∗. β × ((β → α) × (β → β))

even : streamNat

≡ pack(β :: ∗ = Nat,

〈0, 〈λn : Nat. n, λn : Nat. n + 2〉〉 :

β × ((β → Nat) × (β → β)))

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 
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elem : ∀α :: ∗. stream α → Nat → α

≡ Λα :: ∗. λs : streamα.

open s as (β : ∗, i : β × ((β → α) × (β → β))) in

fix (λf : β → Nat → α. λx : β. λn : Nat.

if n = 0 then fst (snd i) x

else f (snd (snd i) x) (n − 1)) (fst i)

U�"��

elem [Nat] even 42

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �!�� 
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strNatRep ≡ μγ.Ref (Nat × (Unit → γ))

getData : strNatRep → Nat
≡ λr : strNatRep. fst (!unfoldstrNatRep(r))

getNext : strNatRep → strNatRep
≡ λr : strNatRep. snd (!unfoldstrNatRep(r)) unit

strEvenRep : strNatRep
≡ fix (λf : Nat → strNatRep. λn : Nat.

foldstrNatRep(ref 〈n, λu : Unit. f (n + 2)〉)) 0

even ′ : stream Nat
≡ pack(β :: ∗ = strNatRep,

〈strEvenRep, 〈getData, getNext〉〉 :
β × ((β → Nat) × (β → β)))

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �"�� 
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�
list :: ∗ ⇒ Nat ⇒ ∗

≡ λα :: ∗. λn : Nat.

if n = 0 then Unit else α × list (n − 1)

nil : ∀α :: ∗. list a 0

cons : ∀α :: ∗. Πn : Nat. α → list an → list a (n + 1)

@���� ��
 ����!��� �� �� ������

@���� �� �������� �� ��� λx : τ. τ ′

@���� ����!����� �
�������� Πx : τ. τ ′

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� �#�� 
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κ ::= . . . | τ ⇒ κ

τ ::= . . . | Πx : τ. τ ′ | λx : τ. τ ′ | τ e

| if e then τ1 else τ2

N(12-<23< 7&G-'� τ → τ ′ ≡ Πx : τ. τ ′

� x �∈ FV(τ ′) 0�� ����!���� �
�������8

�� �������	 
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Γ 
 τ :: ∗ Γ, x : τ 
 τ ′ :: ∗
Γ 
 Πx : τ. τ ′ :: ∗

Γ, x : τ 
 τ ′ :: κ

Γ 
 λx : τ. τ ′ :: τ ⇒ κ

Γ 
 τ :: τ ′ ⇒ κ Γ 
 e : τ ′
Γ 
 τ e :: κ

E����� ����� 0�� ������8
Γ, x : τ 
 e : τ ′ Πx : τ. τ ′ :: ∗

Γ 
 λx : τ. e : Πx : τ. τ ′

Γ 
 e : Πx : τ. τ ′ Γ 
 e′ : τ
Γ 
 e e′ : τ ′[x := e′]

�� �������	 
� ���������	 ����� �������������� �� 
�������� ���� ���� 
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