ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý

ÍSSêïò Ðáðáóðýñïõ

nickie@softlab.ntua.gr

Åèíéêü Ìåôóüâéï ÐïëõôåœíåSSï ÓœïëÞ Çëåêôñïëüãùí Ìçœ. êáé Ìçœ. Õðïëïãéóôþí ÅñãáóôÞñéï ÔåœíïëïãSSáò Ëïãéóìéêïý Ðïëõôåœíåéïýðïëç, 15780 ÆùãñÜöïõ.

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 1/164

Ðåñéåœüìåíá

ÌáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ λ-ëïãéóìüò ÓõóôÞìáôá ôýðùí ÓçìáóéïëïãSSá ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 2/164

ÌáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ (i)

ÓœÝóç ìåôáîý ëïãéêÞò êáé åðéóôÞìçò ôùí õðïëïãéóôþí

ÈåìåëSSùóç ▷ ìïíôÝëï ãéá õðïëïãéóìïýò ▷ áíôéóôïéœSSá Curry-Howard Óýóôçìá óõëëïãéóìþí ▷ ðñïäéáãñáöÝò ëïãéóìéêïý ▷ ôåœíçôÞ íïçìïóýíç ▷ ê.ëð.

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 3/164

ÌáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ (ii)

ÐïëëÜ åSSäç ëïãéêÞò ÊëáóóéêÞ (classical) ëïãéêÞ ÄéáéóèçôéêÞ (intuitionistic) Þ êáôáóêåõáóôéêÞ (constructive) ëïãéêÞ ÃñáììéêÞ (linear) ëïãéêÞ ŒñïíéêÞ (temporal) êáé ôñïðéêÞ (modal) ëïãéêÞ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 4/164

ÌáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ (iii)

ÐáñÜäåéãìá åêöñáóôéêüôçôáò ëïãéêþí (1) Ï Êþóôáò äåí ìðïñåSS íá áñœSSóåé ìåôáðôõœéáêÜ áí äåí ðÜñåé ðôõœSSï (2) Ï Êþóôáò äåí Ýœåé áêüìá ðÜñåé ðôõœSSï ∴ (3) Ï Êþóôáò èá ðÜñåé ðôõœSSï Þ äå èá êÜíåé ðïôÝ ìåôáðôõœéáêÜ (1) ∀t. (t > n ∧ M(t) → ∃t^′. (t^′ < t ∧ Π(t^′))) (2) ¬(∃t. (t ≤ n ∧ Π(t))) ∴ (3) ∃t. (t > n ∧ Π(t)) ∨ ¬(∃t. (t > n ∧ M(t))) ÄéÜöïñåò õðïèÝóåéò...

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 5/164

ÌáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ (iv)

ÐáñÜäåéãìá (óõíÝœåéá) (1) Ï Êþóôáò äåí ìðïñåSS íá áñœSSóåé ìåôáðôõœéáêÜ áí äåí ðÜñåé ðôõœSSï (2) Ï Êþóôáò äåí Ýœåé áêüìá ðÜñåé ðôõœSSï ∴ (3) Ï Êþóôáò èá ðÜñåé ðôõœSSï Þ äå èá êÜíåé ðïôÝ ìåôáðôõœéáêÜ (1) □(M → ·♦Π) (2) ¬(Π ∨ ·♦Π) ∴ (3) ♦Π ∨ ¬♦M

ŒñïíéêÞ ëïãéêÞ □ : ðÜíôá óôï ìÝëëïí ♦ : êÜðïôå óôï ìÝëëïí ·♦ : êÜðïôå óôï ðáñåëèüí

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 6/164

ÐñïôáóéáêÝò ãëþóóåò

Æåýãç (P, O), üðïõ

P : óýíïëï áôïìéêþí ðñïôÜóåùí O : óýíïëï ôåëåóôþí, êÜèå Ýíáò Ýœåé óõãêåêñéìÝíï áñéèìü ôåëïõìÝíùí ÐáñÜäåéãìá: ðñïôáóéáêüò ëïãéóìüò O = { ∧, ∨, ¬, →, ≡, true, false }

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 7/164

ÊáôçãïñçìáôéêÝò ãëþóóåò (i)

ÐåíôÜäåò (P, T, V, O, Q), üðïõ

P : óýíïëï êáôçãïñçìÜôùí, êÜèå Ýíá Ýœåé óõãêåêñéìÝíï áñéèìü ïñéóìÜôùí V ⊆ T : óýíïëá ìåôáâëçôþí êáé üñùí O : óýíïëï ôåëåóôþí, êÜèå Ýíáò Ýœåé óõãêåêñéìÝíï áñéèìü ôåëïõìÝíùí Q : óýíïëï ðïóïäåéêôþí ÐáñÜäåéãìá: êáôçãïñçìáôéêüò ëïãéóìüò O = { ∧, ∨, ¬, →, ≡, true, false } Q = { ∀, ∃ }

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 8/164

ÊáôçãïñçìáôéêÝò ãëþóóåò (ii)

ÐñïôÜóåéò ìéáò êáôçãïñçìáôéêÞò ãëþóóáò L Áí p ∈ P ìå áñéèìü ïñéóìÜôùí n êáé t_1, . . . , t_n ∈ T , ôüôå p(t_1, . . . , t_n) ∈ L Áí o ∈ O ìå áñéèìü ôåëïõìÝíùí n êáé A_1, . . . , A_N ∈ L, ôüôå o(A_1, . . . , A_n) ∈ L Áí q ∈ Q, x ∈ V êáé A ∈ L, ôüôå q x.A ∈ L ÐáñÜäåéãìá áðü ôïí êáôçãïñçìáôéêü ëïãéóìü ∀x. (prime(x) → ∃y. (y > x ∧ prime(y)))

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 9/164

ÓõóôÞìáôá ôéìþí (i)

Ðñïôáóéáêþí ãëùóóþí: (M, D, F ) M: óýíïëï ôéìþí áëçèåSSáò, | M |≥ 2 D: óýíïëï áëçèþí ôéìþí, D ⊂ M, D ≠ ∅ F : óçìáóSSá ôåëåóôþí F = { f_o | o ∈ O } üðïõ f_o : M^{no} → M ÐáñÜäåéãìá: êëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ M = { t, f } D = { t } F ãíùóôü

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 10/164

ÓõóôÞìáôá ôéìþí (ii)

ÁíÜèåóç a : P → M ÅñìçíåSSá m

Ýíá óýóôçìá ôéìþí (M, D, F ) ìéá áíÜèåóç a Ãéá êÜèå ðñüôáóç A ∈ L ïñSSæïõìå [[A]]_m : M [[p]]_m = a(p) [[o(A_1, . . . , A_n)]]_m = f_o([[A_1 ]]_m, . . . , [[A_n ]]_m) ÃñÜöïõìå m ⊩ A üôáí [[A]]_m ∈ D

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 11/164

ÓõóôÞìáôá ôéìþí (iii)

Êáôçãïñçìáôéêþí ãëùóóþí: (M, D, F, G) M, D, F : üðùò ðñéí G: óçìáóSSá ðïóïäåéêôþí G = { g_q | q ∈ Q } üðïõ g_q : P(M) → M ÐáñÜäåéãìá: êëáóóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ G = { g_∀, g_∃ }

g_∀(S) = { f , áí f ∈ S t , áëëéþò g_∃(S) = { t , áí t ∈ S f , áëëéþò

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 12/164

ÓõóôÞìáôá ôéìþí (iv)

ÁíÜèåóç (a, I)

áí t ∈ T ôüôå a(t) ∈ I áí p ∈ P êáé äÝœåôáé n ïñSSóìáôá, ôüôå a(p) : I^n → M ÃñÜöïõìå a ∼_x a^′ üôáí ïé áíáèÝóåéò a êáé a^′ óõìöùíïýí óå üëåò ôéò ôéìÝò, åêôüò ðéèáíþò áðü áõôÞ ðïõ áíáèÝôïõí óôç ìåôáâëçôÞ x.

Áí t ∈ T êáé ç ìåôáâëçôÞ x äåí åSSíáé åëåýèåñç óôï t, ôüôå a(t) = a^′(t) Áí p ∈ P , ôüôå a(p) = a^′(p)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 13/164

ÓõóôÞìáôá ôéìþí (v)

ÅñìçíåSSá m

Ýíá óýóôçìá ôéìþí (M, D, F, G) ìéá áíÜèåóç (a, I) ÃñÜöïõìå m ∼_x m^′ üôáí ãéá ôéò áíáèÝóåéò a êáé a^′ ôùí m êáé m^′ áíôSSóôïéœá éóœýåé a ∼_x a^′. Ãéá êÜèå ðñüôáóç A ∈ L ïñSSæïõìå [[A]]_m : M [[p(t_1, . . . , t_n)]]_m = a(p)(a(t_1), . . . , a(t_n)) [[o(A_1, . . . , A_n)]]_m = f_o([[A_1 ]]_m, . . . , [[A_n ]]_m) [[q x.A]]_m = g_q({ [[A]]_m′ | m ∼_x m^′ })

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 14/164

ÓœÝóåéò óõíåðáãùãÞò (i)

Ïñéóìüò: ⊢∈ P(L) × L áí A ∈ Γ, ôüôå Γ ⊢ A óõìðåñSSëçøç áí Γ ⊢ A, ôüôå Γ, Δ ⊢ A ìïíïôïíSSá áí Γ ⊢ C êáé Δ, C ⊢ A, ôüôå Γ, Δ ⊢ A ôïìÞ / cut ÅíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò áí Γ ⊢ A, ôüôå õðÜñœåé ðåðåñáóìÝíï Γ^′ ⊆ Γ þóôå Γ^′ ⊢ A óýìðçîç áí Γ ⊢ A êáé σ ìéá áíôéêáôÜóôáóç, ôüôå σ(Γ) ⊢ σ(A) áíôéêáôÜóôáóç

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 15/164

ÓœÝóåéò óõíåðáãùãÞò (ii)

ÅíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò (óõíÝœåéá)

áí Γ ⊢ A → B, ôüôå êáé ìüíï ôüôå Γ, A ⊢ B óõíåðáãùãÞ ÓœÝóç åñìçíåSSáò: ãéá Ýíá óýóôçìá ôéìþí M, ïñSSæïõìå Γ |=_M A üôáí ãéá êÜèå áíÜèåóç a, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå B ∈ Γ íá éóœýåé (M, a) ⊩ B, éóœýåé (M, a) ⊩ A Ïé óœÝóåéò åñìçíåSSáò åSSíáé óœÝóåéò óõíåðáãùãÞò Éêáíïðïéïýí ôçí áíôéêáôÜóôáóç, ãåíéêÜ üìùò üœé ôç óýìðçîç êáé ôç óõíåðáãùãÞ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 16/164

ÈåùñSSá áðïäåSSîåùí

ÁðïóêïðåSS óôï óõíôáêôéêü ïñéóìü óœÝóåùí óõíåðáãùãÞò ⊢ ãéá ìéá ãëþóóá ÓõíçèÝóôåñïé óõìâïëéóìïSS

ÁðïäåSSîåéò êáôÜ Hilbert/Frege Öõóéêü óõìðÝñáóìá (natural deduction) Ëïãéóìüò áêïëïõèçôþí (sequent calculus)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 17/164

ÊáôÜ Hilbert/Frege (i)

ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ A1 : A → (B → A) A2 : (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) A3 : (¬A → ¬B) → (B → A)

R1 : A A → B B^{[modus ponens]}

S1 : A ∧ B ≡ ¬(A → ¬B) S2 : A ∨ B ≡ ¬A → B S3 : false ≡ ¬(A → A)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 18/164

ÊáôÜ Hilbert/Frege (ii)

ÊëáóóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ A4 : (∀x. A) → A A5 : (∀x. A(x)) → A(t)

áí ôï t åSSíáé åëåýèåñï ãéá ôï x óôï A(x) A6 : ∀x. ((A → B) → (A → ∀x. B)) áí ôï x äåí åSSíáé åëåýèåñï óôï A(x)

R2 : A

∀x. A^{[generalization]}

S4 : ∃x. A ≡ ¬(∀x. ¬A)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 19/164

Natural deduction (i)

ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ A B A ∧ B

[∧i] A ∧ B A [∧e_1] A ∧ B B [∧e_2] A A ∨ B

[∨i_1] B A ∨ B

[∨i_2]

A ∨ B A . . C B . . C C [∨e]

A . . B A → B

[→i]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 20/164

Natural deduction (ii)

ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ (óõíÝœåéá)

A A → B B [→e] false A [⊥e]

A . . false ¬A [¬i] A ¬A false

[¬e] ¬¬A A [¬¬]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 21/164

Natural deduction (iii)

ÊëáóóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ y . . A(y) ∀x. A(x) ∀i ∃x. A(x) y A(y) . . B B ∃e áí ôï y äåí åSSíáé åëåýèåñï Ýîù áðü ôá êïõôéÜ

∀x. A(x) A(t) ∀e A(t) ∃x. A(x) ∃i

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 22/164

Sequent calculus (i)

ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ

Γ ⊢ A Δ ⊢ B Γ, Δ ⊢ A ∧ B

[∧i]

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A

[∧e_1] Γ ⊢ A ∧ B Γ ⊢ B

[∧e_2]

Γ ⊢ A Γ ⊢ A ∨ B

[∨i_1] Γ ⊢ B Γ ⊢ A ∨ B

[∨i_2]

Γ ⊢ A ∨ B Δ, A ⊢ C E, B ⊢ C Γ, Δ, E ⊢ C

[∨e]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 23/164

Sequent calculus (ii)

ÊëáóóéêÞ ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ (óõíÝœåéá)

Γ, A ⊢ B Γ ⊢ A → B

[→i] Γ ⊢ A Δ ⊢ A → B Γ, Δ ⊢ B

[→e]

Γ ⊢ false Γ ⊢ A

[⊥e]

Γ, A ⊢ false Γ ⊢ ¬A

[¬i]

Γ ⊢ A Δ ⊢ ¬A Γ, Δ ⊢ false

[¬e] Γ ⊢ ¬¬A Γ ⊢ A

[¬¬]

ÐáñÝíèåóç: äéáéóèçôéêÞ ëïãéêÞ

üðùò ç êëáóóéêÞ, œùñSSò ôïí êáíüíá ¬¬ äåí ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS ð.œ. üôé ⊢ A ∨ ¬A

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 24/164

Sequent calculus (iii)

ÊëáóóéêÞ êáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ

Γ ⊢ A(y) Γ ⊢ ∀x. A(x)

[∀i]

Γ ⊢ ∀x. A(x) Γ ⊢ A(t)

[∀e] áí ôï y äåí åSSíáé åëåýèåñï óôá Γ, A(x) Γ ⊢ A(t) Γ ⊢ ∃x. A(x)

[∃i] Γ ⊢ ∃x. A(x) Δ, A(y) ⊢ B Γ, Δ ⊢ B

[∃e] áí ôï y äåí åSSíáé åëåýèåñï óôá Γ, A(x), B

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 25/164

ÓõíÝðåéá êáé ðëçñüôçôá

Ìå äåäïìÝíï Ýíá óýóôçìá ôéìþí M, äçëáäÞ ìéá óçìáóSSá ãéá ôç ãëþóóá ôçò ëïãéêÞò ÓõíÝðåéá ⊢ Ýíáíôé |=_M

áí Γ ⊢ A, ôüôå Γ |=_M A Ðëçñüôçôá ⊢ Ýíáíôé |=_M

áí Γ |=_M A, ôüôå Γ ⊢ A Ç óõíÝðåéá óõíÞèùò áðïäåéêíýåôáé åýêïëá, ìå åðáãùãÞ ðÜíù óôïõò áðïäåéêôéêïýò êáíüíåò Ç ðëçñüôçôá óõíÞèùò áðïäåéêíýåôáé áñêåôÜ ðéï äýóêïëá, ìå äéáöïñåôéêïý ôýðïõ ôåœíéêÝò

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 26/164

λ-ëïãéóìüò (i)

Alonso Church, áñœÝò äåêáåôSSáò 1930 ÈåùñSSá ãéá ôç èåìåëSSùóç ôùí ìáèçìáôéêþí Áðëü áëëÜ ðëÞñåò õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï ÂÜóç ãéá ôç äçìéïõñãSSá ôïõ óõíáñôçóéáêïý ìïíôÝëïõ ðñïãñáììáôéóìïý Ðñüóöïñïò óõìâïëéóìüò ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò óçìáóéïëïãSSáò ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý ÁñœéêÞ ìïñöÞ: œùñSSò ôýðïõò ÐáñáëëáãÝò ìå ôýðïõò ðñïôÜèçêáí áñãüôåñá (Curry, Church, ê.ëð.)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 27/164

λ-ëïãéóìüò (i)

ÄéáéóèçôéêÞ ðåñéãñáöÞ: ìéá èåùñSSá óõíáñôÞóåùí x ìåôáâëçôÞ F A åöáñìïãÞ λx. E[x] áöáSSñåóç Áí x åSSíáé ìéá ìåôáâëçôÞ êáé E[x] ìéá Ýêöñáóç ðïõ ðåñéÝœåé ôï x, ôüôå λx. E[x] åSSíáé ç óõíÜñôçóç f, üðïõ f(x) = E[x] ÐáñÜäåéãìá: λx. x^2 − 3x + 2 (λx. x^2 − 3x + 2) 8 = 8^2 − 3 · 8 + 2 = 42

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 28/164

λ-ëïãéóìüò (ii)

ÌåôáâëçôÝò åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò λx. x^2 − 3y + 2 (λx. x^2 − 3y + 2) (4x + 1) ÁíÜëïãï óôá ìáèçìáôéêÜ:

∫_π −π sin x + cos y cos x − sin y dx ÁíôéêáôÜóôáóç ìåôáâëçôÞò ìå Ýêöñáóç (λx. x^2 − 3y + 2)[y := z + 1] ≡ λx. x^2 − 3(z + 1) + 2

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 29/164

λ-ëïãéóìüò (iii)

ÁíôéêáôÜóôáóç (óõíÝœåéá)

ÁðïöõãÞ ðñïâëçìÜôùí

∫_π −π sin x + cos y cos x − sin y dx ĳœé óå äåóìåõìÝíåò ìåôáâëçôÝò!

∫_π −π sin 42 + cos y cos 42 − sin y d42 Íá ìçí ðñïêáëåSS äÝóìåõóç ìåôáâëçôþí!

∫_π −π sin x + cos(3x + 1) cos x − sin(3x + 1) dx

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 30/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (i)

Óýíôáîç: x ∈ V êáé M, N ∈ Λ M, N ::= x | (λx. M) | (M N) ÓõíôáêôéêÝò óõìâÜóåéò

Ïé åîùôåñéêÝò ðáñåíèÝóåéò äå ãñÜöïíôáé Ç åöáñìïãÞ åSSíáé áñéóôåñÜ ðñïóåôáéñéóôéêÞ Ç áöáSSñåóç åêôåSSíåôáé üóï åSSíáé äõíáôüí ÓœÝóç ôáõôüôçôáò: M ≡ N x ≡ y áí x = y (M N) ≡ (P Q) áí M ≡ P êáé N ≡ Q (λx. M) ≡ (λy. N) áí x = y êáé M ≡ N

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 31/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (ii)

Åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò FV(x) = { x } FV(M N) = FV(M) ∪ FV(N) FV(λx. M) = FV(M) − { x } ÊëåéóôïSS üñïé (closed terms Þ combinators) I ≡ λx. x K ≡ λx. λy. x K_∗ ≡ λx. λy. y S ≡ λx. λy. λz. (x z) (y z)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 32/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (iii)

ÁíôéêáôÜóôáóç x[x := N] ≡ N y[x := N] ≡ y áí y ≠ x (P Q)[x := N] ≡ P [x := N] Q[x := N] (λx. P )[x := N] ≡ λx. P (λy. P )[x := N] ≡ λy. P [x := N]

áí y ≠ x, êáé (y ∉ FV(N) Þ x ∉ FV(P )) (λy. P )[x := N] ≡ λz. P [y := z][x := N] áí y ≠ x, êáé y ∈ FV(N) êáé x ∈ FV(P ), üðïõ z ∉ FV(P ) ∪ FV(N)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 33/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (iv)

ÓõìâáôÝò óœÝóåéò M ∼ N ⇒ (M P ) ∼ (N P ) M ∼ N ⇒ (P M) ∼ (P N) M ∼ N ⇒ (λx. M) ∼ (λx. N) ÌåôáôñïðÝò →_α, →_β, →_η: ïé åëÜœéóôåò óõìâáôÝò óœÝóåéò ðïõ ðëçñïýí ôá ðáñáêÜôù λx. M →_α λy. M[x := y] y ∉ FV(M) (λx. M) N →_β M[x := N] λx. M x →_η M x ∉ FV(M)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 34/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (v)

ÁíáãùãÝò êáé éóüôçôåò (êëåSSóéìï ôçò →) ↠ áíáêëáóôéêü + ìåôáâáôéêü = áíáêëáóôéêü + ìåôáâáôéêü + óõììåôñéêü ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ üñïò N œùñSSò β êáé η-redex ÊáíïíéêïðïéÞóéìïò üñïò üñïò M ìå M ↠ N êáé N êáíïíéêÞ ìïñöÞ ÉóœõñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò üñïò êÜèå áêïëïõèSSá ìåôáôñïðþí êáôáëÞãåé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 35/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (vi)

ÐáñáäåSSãìáôá M_1 ≡ λz. (λf. λx. f z x) (λy. y) Ω ≡ (λx. x x) (λx. x x) M_2 ≡ (λx. x x y) (λx. x x y) M_3 ≡ (λz. y) ((λx. x x) (λx. x x)) ÉóïäõíáìSSá êáíïíéêþí ìïñöþí Áí ï üñïò M ∈ Λ åSSíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé éóœýåé M ↠ N ãéá êÜðïéïí üñï N ∈ Λ, ôüôå M =_α N.

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 36/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (vii)

Èåþñçìá Church-Rosser ÿóôù M, N_1, N_2 ∈ Λ ô.ù. M ↠ N_1 êáé M ↠ N_2. Ôüôå õðÜñœåé N ∈ Λ ô.ù. N_1 ↠ N êáé N_2 ↠ N.

M

N_1 � N_2

�

N �...........................

............................�

Ìïíáäéêüôçôá êáíïíéêþí ìïñöþí áí õðÜñœïõí êáé modulo =_α Èåþñçìá êáíïíéêïðïSSçóçò Áí ï üñïò M Ýœåé êáíïíéêÞ ìïñöÞ, ôüôå ç ìåôáôñïðÞ ôïõ áñéóôåñüôåñïõ redex ïäçãåSS óå áõôÞí

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 37/164

λ-ëïãéóìüò œùñSSò ôýðïõò (viii)

ÔåëåóôÞò óôáèåñïý óçìåSSïõ: F (Y F ) = Y F Y ≡ λf. (λx. f (x x)) (λx. f (x x)) Œñçóéìåýåé ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí F ≡ λf. λn. if n = 0 then 1 else n · f(n − 1) M ≡ Y F ðáñáãïíôéêü M 2 ≡ Y F 2 = F (Y F ) 2

= if 2 = 0 then 1 else 2 · (Y F )(2 − 1) = 2 · Y F 1 = 2 · F (Y F ) 1 = . . .

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 38/164

ÅêöñáóôéêÞ äýíáìç (i)

ËïãéêÝò ôéìÝò true ≡ λx. λy. x false ≡ λx. λy. y not ≡ λz. z false true cond ≡ λz. λx. λy. z x y if B then N else M ≡ cond B N M

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 39/164

ÅêöñáóôéêÞ äýíáìç (ii)

ÄéáôåôáãìÝíá æåýãç pair ≡ λx. λy. λz. z x y ⟨N, M⟩ ≡ pair N M fst ≡ λz. z true snd ≡ λz. z false

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 40/164

ÅêöñáóôéêÞ äýíáìç (iii)

ÖõóéêïSS áñéèìïSS (áñéèìïåéäÞ ôïõ Church) c_n ≡ λf. λx. f^n(x) F^0(A) ≡ A F^{n+1}(A) ≡ F (F^n(A)) succ ≡ λn. λf. λx. n f (f x) A_+ ≡ λn. λm. λf. λx. n f (m f x) A_∗ ≡ λn. λm. λf. n (m f) A_{exp} ≡ λn. λm. m n

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 41/164

ÅêöñáóôéêÞ äýíáìç (iv)

ÐÝñáóìá ðáñáìÝôñùí óôéò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý.

ïé λ-üñïé áíôéóôïéœïýí óå åêöñÜóåéò Þ åíôïëÝò ç áöáSSñåóç êáé ç åöáñìïãÞ áíôéóôïéœïýí óôïí ïñéóìü êáé ôçí êëÞóç óõíáñôÞóåùí Þ äéáäéêáóéþí ç äéáäéêáóSSá ôçò áíáãùãÞò áíôéóôïéœåSS óôçí áðïôSSìçóç åêöñÜóåùí Þ ôçí åêôÝëåóç åíôïëþí.

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 42/164

ÅêöñáóôéêÞ äýíáìç (v)

ÐÝñáóìá ðáñáìÝôñùí (óõíÝœåéá) ôï ðÝñáóìá êáô’ áîSSá / ðñüèõìç áðïôSSìçóç (call-by-value / eager evaluation) áíôéóôïéœåSS óôç óôñáôçãéêÞ áðïôSSìçóçò ðïõ áíÜãåé Ýíá β-redex ìüíï áí ôï üñéóìá åSSíáé êáíïíéêÞ ôéìÞ ôï ðÝñáóìá êáô’ üíïìá / ïêíçñÞ áðïôSSìçóç (call-by-name / lazy evaluation) áíôéóôïéœåSS óôçí óôñáôçãéêÞ áðïôSSìçóçò ðïõ áíÜãåé ôï áñéóôåñüôåñï β-redex

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 43/164

ÓõóôÞìáôá ôýðùí (i)

Ïñéóìüò: ÓõíôáêôéêÝò ìÝèïäïé ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ãéá ôçí ôáîéíüìçóç ôùí ôìçìÜôùí åíüò ðñïãñÜììáôïò áíÜëïãá ìå ôéò ôéìÝò ðïõ áõôÜ õðïëïãSSæïõí, ìå óêïðü íá áðïäåSSîïõí ôçí áðïõóSSá ïñéóìÝíùí áíåðéèýìçôùí óõìðåñéöïñþí êáôÜ ôçí åêôÝëåóÞ ôïõ

(Benjamin Pierce, Types and Programming Languages, 2002)

ÈåùñSSá ôýðùí: êëÜäïò ôùí ìáèçìáôéêþí, ôçò ëïãéêÞò êáé ôçò öéëïóïöSSáò Éóïìïñöéóìüò Curry-Howard: áíôéóôïéœSSá ìåôáîý èåùñSSáò ôýðùí êáé èåùñSSáò áðïäåSSîåùí

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 44/164

ÓõóôÞìáôá ôýðùí (ii)

Éäéüôçôåò ðïõ áðïññÝïõí áðü áõôüí ôïí ïñéóìü ÿìöáóç óôéò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý ÓôáôéêÞ ðñïóÝããéóç ôçò óõìðåñéöïñÜò åêôÝëåóçò ôùí ðñïãñáììÜôùí ÓõíôçñçôéêÞ áíôéìåôþðéóç áíåðéèýìçôùí óõìðåñéöïñþí

if óõíèÞêç then 42 else óöÜëìá ÓöÜëìáôá ôýðùí êáôÜ ôçí åêôÝëåóç (run-time type errors) ÁóöÜëåéá ìéáò ãëþóóáò ðñïãñáììáôéóìïý ⇔ ÓõíÝðåéá ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 45/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (i)

Óýíôáîç (åêöñÜóåéò)

e ::= n | − e | e_1 + e_2 | . . .

| true | false | ¬e | e_1 ∧ e_2 | . . . | e_1 < e_2 | if e then e_1 else e_2 | . . .

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (operational semantics) ÓœÝóç ìåôÜâáóçò s −→ s^′ ìåôáîý êáôáóôÜóåùí ìéáò áöçñçìÝíçò ìçœáíÞò Ãéá ôçí ðáñáðÜíù ãëþóóá åêöñÜóåùí:

s ::= e

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 46/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (ii)

ÁðïôSSìçóç if true then (15 + 27) else (3 + 4) −→ 15 + 27 −→ 42 ìå ðïéá óåéñÜ ãSSíïíôáé ïé ðñÜîåéò; ðüôå óôáìáôÜ ç áðïôSSìçóç;

ÔéìÝò

v ::= n | true | false

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 47/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (iii)

ÓçìáóSSá ôåëåóôþí Áí ⋄ êÜðïéïò ôåëåóôÞò ìå Ýíá ôåëïýìåíï, ôüôå [[ ⋄ ]] : v → v åSSíáé ç óçìáóSSá ôïõ ð.œ. [[¬]](true) = false Áí ∘ êÜðïéïò ôåëåóôÞò ìå äýï ôåëïýìåíá, ôüôå [[ ∘ ]] : v × v → v åSSíáé ç óçìáóSSá ôïõ ð.œ. [[ + ]](15, 27) = 42

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 48/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (iv)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá

⋄v −→ [[ ⋄ ]](v) if true then e_1 else e_2 −→ e_1 v_1 ∘ v_2 −→ [[ ∘ ]](v_1, v_2) if false then e_1 else e_2 −→ e_2

e −→ e^′ ⋄e −→ ⋄e^′ e_1 −→ e^′_1 e_1 ∘ e_2 −→ e^′_1 ∘ e_2 e_2 −→ e^′_2 v_1 ∘ e_2 −→ v_1 ∘ e^′_2 e −→ e^′ if e then e_1 else e_2 −→ if e^′ then e_1 else e_2

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 49/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (v)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá) Èåþñçìá íôåôåñìéíéóôéêÞò áðïôSSìçóçò: Áí e −→ e^′ êáé e −→ e^{′′} ôüôå e^′ ≡ e^{′′} Ïñéóìüò: e åSSíáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ üôáí äåí õðÜñœåé e^′ ôÝôïéá þóôå e −→ e^′ Èåþñçìá: êÜèå ôéìÞ åSSíáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ ĳœé áíôSSóôñïöá! if 1 then true else false Ïñéóìüò: e åSSíáé êïëëçìÝíç áí åSSíáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ œùñSSò íá åSSíáé ôéìÞ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 50/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (vi)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá) Ïñéóìüò: −→^∗ åSSíáé ôï áíáêëáóôéêü êáé ìåôáâáôéêü êëåSSóéìï ôçò −→ Èåþñçìá ìïíáäéêüôçôáò êáíïíéêþí ìïñöþí: Áí e −→^∗ u êáé e −→^∗ u^′, üðïõ u, u^′ êáíïíéêÝò ìïñöÝò, ôüôå u ≡ u^′ Èåþñçìá êáíïíéêïðïSSçóçò (normalization) Þ ôåñìáôéóìïý: ãéá êÜèå e õðÜñœåé êáíïíéêÞ ìïñöÞ u ôÝôïéá þóôå e −→^∗ u Óêïðüò óõóôÞìáôïò ôýðùí: áðïöõãÞ êïëëçìÝíùí åêöñÜóåùí

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 51/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (vii)

Óýíôáîç (ôýðïé)

τ ::= Int | Bool Êáíüíåò ôýðùí e : τ

n : Int true : Bool false : Bool

e_1 : Int e_2 : Int e_1 + e_2 : Int e_1 : Int e_2 : Int e_1 < e_2 : Bool e : Int −e : Int e_1 : Bool e_2 : Bool e_1 ∧ e_2 : Bool e : Bool ¬e : Bool e : Bool e_1 : τ e_2 : τ if e then e_1 else e_2 : τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 52/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (viii)

ÐáñáãùãÝò ôýðùí (typing derivations)

true : Bool

15 : Int 27 : Int 15 + 27 : Int

3 : Int 4 : Int 3 + 4 : Int if true then (15 + 27) else (3 + 4) : Int

Éäéüôçôåò ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí Èåþñçìá ìïíáäéêüôçôáò ôýðùí Èåþñçìá ìïíáäéêüôçôáò ðáñáãùãþí ËÞììá áíôéóôñïöÞò (inversion lemma): ÌÝèïäïò êáôáóêåõÞò ðáñáãùãþí ôýðïõ, ð.œ. ▷ áí e_1 < e_2 : τ ôüôå τ = Bool,

e_1 : Int êáé e_2 : Int

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 53/164

ÂáóéêïSS ôýðïé (ix)

Éäéüôçôåò ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí (óõíÝœåéá) Èåþñçìá ðñïüäïõ (progress):

Áí e : τ ôüôå åSSôå e åSSíáé ôéìÞ, åSSôå õðÜñœåé e^′ ôÝôïéï þóôå e −→ e^′ Èåþñçìá äéáôÞñçóçò (preservation): Áí e : τ êáé e −→ e^′ ôüôå e^′ : τ ÁóöÜëåéá = Ðñüïäïò + ÄéáôÞñçóç Áí ç Ýêöñáóç e Ýœåé ôýðï, ç áðïôSSìçóÞ ôçò äåí ìðïñåSS íá êïëëÞóåé

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 54/164

Ôýðïé óõíáñôÞóåùí (i)

λ-ëïãéóìüò ìå áðëïýò ôýðïõò Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò, ôéìÝò) τ ::= . . . | τ_1 → τ_2 e ::= . . . | x | λx : τ. e | e_1 e_2 v ::= . . . | λx : τ. e ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: call by value e_1 −→ e^′_1 e_1 e_2 −→ e^′_1 e_2 e_2 −→ e^′_2 v_1 e_2 −→ v_1 e^′_2 (λx : τ. e) v −→ e[x := v]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 55/164

Ôýðïé óõíáñôÞóåùí (ii)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: call by name e_1 −→ e^′_1 e_1 e_2 −→ e^′_1 e_2

(λx : τ. e) e^′ −→ e[x := e^′]

ÐåñéâÜëëïíôá ôýðùí Γ: óýíïëá æåõãþí (x, τ) Êáíüíåò ôýðùí Γ ⊢ e : τ (x, τ) ∈ Γ Γ ⊢ x : τ

Γ, x : τ ⊢ e : τ^′ Γ ⊢ λx : τ. e : τ → τ^′ Γ ⊢ e_1 : τ → τ^′ Γ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ e_1 e_2 : τ^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 56/164

Ôýðïé óõíáñôÞóåùí (iii)

Éäéüôçôåò ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí Èåþñçìá ðñïüäïõ (progress): Áí ∅ ⊢ e : τ ôüôå åSSôå e åSSíáé ôéìÞ, åSSôå õðÜñœåé e^′ ôÝôïéï þóôå e −→ e^′ Èåþñçìá äéáôÞñçóçò (preservation): Áí Γ ⊢ e : τ êáé e −→ e^′ ôüôå Γ ⊢ e^′ : τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 57/164

ÁðëÝò åðåêôÜóåéò (i)

Ôýðïò ìïíÜäáò Unit (ðñâë. void óôç C) Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò, ôéìÝò) τ ::= . . . | Unit e ::= . . . | unit | e_1; e_2 v ::= . . . | unit ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá

unit; e −→ e e_1 −→ e^′_1 e_1; e_2 −→ e^′_1; e_2

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 58/164

ÁðëÝò åðåêôÜóåéò (ii)

Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ unit : Unit

Γ ⊢ e_1 : Unit Γ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ e_1; e_2 : τ Syntactic sugar: óå óçìáóéïëïãSSá call-by-value, ç áêïëïõèéáêÞ áðïôSSìçóç ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ùò ðáñáãüìåíç ìïñöÞ (derived form) e_1; e_2 ≡ (λx : Unit. e_2) e_1 ìå x ∉ FV(e_2)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 59/164

ÁðëÝò åðåêôÜóåéò (iii)

Áðüäïóç ïíïìÜôùí | äïìÞ let Óýíôáîç (åêöñÜóåéò)

e ::= . . . | let x = e_1 in e_2 ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: call by value e_1 −→ e^′_1 let x = e_1 in e_2 −→ let x = e^′_1 in e_2 let x = v in e −→ e[x := v] ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: call by name let x = e_1 in e_2 −→ e_2[x := e_1]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 60/164

ÁðëÝò åðåêôÜóåéò (iv)

Êáíüíáò ôýðùí

Γ ⊢ e_1 : τ^′ Γ, x : τ^′ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ let x = e_1 in e_2 : τ Syntactic sugar: ç äïìÞ let ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ùò ðáñáãüìåíç ìïñöÞ, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç óçìáóéïëïãSSá ôçò (call by value / call by name) óõìöùíåSS ìå áõôÞ ôùí óõíáñôÞóåùí

let x = e_1 in e_2 ≡ (λx : τ^′. e_2) e_1 Ç áðáëïéöÞ ôçò üìùò ãSSíåôáé âÜóåé ôçò ðáñáãùãÞò ôýðùí, ðñïêåéìÝíïõ íá âñåèåSS ôï τ^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 61/164

Æåýãç (i)

Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò)

τ ::= . . . | τ_1 × τ_2 e ::= . . . | ⟨e_1, e_2⟩ | fst e | snd e ÔéìÝò: ðñüèõìá æåýãç

v ::= . . . | ⟨v_1, v_2⟩ ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: ðñüèõìá æåýãç fst ⟨v_1, v_2⟩ −→ v_1 snd ⟨v_1, v_2⟩ −→ v_2 e −→ e^′ fst e −→ fst e^′ e −→ e^′ snd e −→ snd e^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 62/164

Æåýãç (ii)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá) e_1 −→ e^′_1 ⟨e_1, e_2⟩ −→ ⟨e^′_1, e_2⟩ e_2 −→ e^′_2 ⟨v_1, e_2⟩ −→ ⟨v_1, e^′_2⟩ ÔéìÝò: ïêíçñÜ æåýãç

v ::= . . . | ⟨e_1, e_2⟩ ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: ïêíçñÜ æåýãç fst ⟨e_1, e_2⟩ −→ e_1 snd ⟨e_1, e_2⟩ −→ e_2 e −→ e^′ fst e −→ fst e^′ e −→ e^′ snd e −→ snd e^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 63/164

Æåýãç (iii)

Êáíüíåò ôýðùí Γ ⊢ e_1 : τ_1 Γ ⊢ e_2 : τ_2 Γ ⊢ ⟨e_1, e_2⟩ : τ_1 × τ_2

Γ ⊢ e : τ_1 × τ_2 Γ ⊢ fst e : τ_1

Γ ⊢ e : τ_1 × τ_2 Γ ⊢ snd e : τ_2 ÅðåêôÜóåéò ôùí æåõãþí ÐëåéÜäåò (tuples) ⟨e_1, . . . , e_n⟩ ÅããñáöÝò (records) ⟨x_1=e_1, . . . , x_n=e_n⟩

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 64/164

ÁèñïSSóìáôá (i)

Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò)

τ ::= . . . | τ_1 + τ_2 e ::= . . . | inl e | inr e | [e_1, e_2] ÔéìÝò: ðñüèõìá áèñïSSóìáôá

v ::= . . . | inl v | inr v | [v_1, v_2] ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: ðñüèõìá áèñïSSóìáôá [v_1, v_2] (inl v) −→ v_1 v [v_1, v_2] (inr v) −→ v_2 v e −→ e^′ inl e −→ inl e^′ e −→ e^′ inr e −→ inr e^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 65/164

ÁèñïSSóìáôá (ii)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá)

e_1 −→ e^′_1 [e_1, e_2] −→ [e^′_1, e_2] e_2 −→ e^′_2 [v_1, e_2] −→ [v_1, e^′_2] ÔéìÝò: ïêíçñÜ áèñïSSóìáôá

v ::= . . . | inl e | inr e | [e_1, e_2] ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: ïêíçñÜ áèñïSSóìáôá [e_1, e_2] (inl e) −→ e_1 e [e_1, e_2] (inr e) −→ e_2 e

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 66/164

ÁèñïSSóìáôá (iii)

Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ e : τ_1 Γ ⊢ inl e : τ_1 + τ_2

Γ ⊢ e : τ_2 Γ ⊢ inr e : τ_1 + τ_2 Γ ⊢ e_1 : τ_1 → τ Γ ⊢ e_2 : τ_2 → τ

Γ ⊢ [e_1, e_2] : (τ_1 + τ_2) → τ

ÁèñïSSóìáôá êáé ìïíáäéêüôçôá ôýðùí ÅðåêôÜóåéò ôùí áèñïéóìÜôùí

ÐáñáëëáãÝò (variants) Åíþóåéò (unions), áðáñéèìÞóåéò (enumerations)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 67/164

ÁíáäñïìÞ (i)

Óýíôáîç (åêöñÜóåéò)

e ::= . . . | fix e ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: call by value fix (λx : τ. e) −→ e[x := fix (λx : τ. e)] e −→ e^′ fix e −→ fix e^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 68/164

ÁíáäñïìÞ (ii)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá: call by name fix e −→ e (fix e) Êáíüíáò ôýðùí Γ ⊢ e : τ → τ Γ ⊢ fix e : τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 69/164

ÁíáäñïìÞ (iii)

ÐáñÜäåéãìá: call by value

p ≡ fix (λf : Int → Int. λn : Int. if n ≤ 1 then 1 else n ∗ f (n − 1)) p 3 −→ (λn : Int. if n ≤ 1 then 1 else n ∗ p (n − 1)) 3 −→ if 3 ≤ 1 then 1 else 3 ∗ p (3 − 1) −→ if false then 1 else 3 ∗ p (3 − 1) −→ 3 ∗ p (3 − 1) −→ 3 ∗ p 2 −→^∗ . . .

−→ 3 ∗ (2 ∗ 1) −→ . . . −→ 6

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 70/164

ÁíáäñïìÞ (iv)

ÐáñÜäåéãìá: call by name

p ≡ fix (λf : Int → Int. λn : Int. if n ≤ 1 then 1 else n ∗ f (n − 1)) p 3 −→ (λf : Int → Int. λn : Int. if n ≤ 1 then 1 else n ∗ f (n − 1)) p 3 −→ (λn : Int. if n ≤ 1 then 1 else n ∗ p (n − 1)) 3 −→ if 3 ≤ 1 then 1 else 3 ∗ p (3 − 1) −→ if false then 1 else 3 ∗ p (3 − 1) −→ 3 ∗ p (3 − 1) −→ . . .

−→ 3 ∗ ((3 − 1) ∗ (3 − 1 − 1)) −→ . . . −→ 6

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 71/164

ÁíáäñïìÞ (v)

ÁíáäñïìÞ êáé èåþñçìá êáíïíéêïðïSSçóçò ω ≡ fix (λx : Int. x) ÁðïôSSìçóç: call by value

ω −→ fix (λx : Int. x) ≡ ω −→ . . .

ÁðïôSSìçóç: call by name

ω −→ fix (λx : Int. x)

−→ (λx : Int. x) ω −→ ω −→ . . .

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 72/164

ÁíáäñïìÞ (vi)

Åõêïëüôåñç óýíôáîç: äïìÞ letrec Óýíôáîç (åêöñÜóåéò)

e ::= . . . | letrec x = e_1 in e_2 Êáíüíáò ôýðùí

Γ, x : τ^′ ⊢ e_1 : τ^′ Γ, x : τ^′ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ letrec x = e_1 in e_2 : τ Ðáñáãüìåíç ìïñöÞ

letrec x = e_1 in e_2 ≡ let x = fix (λx : τ^′. e_1) in e_2

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 73/164

ÁíáöïñÝò (i)

Ðñïóôáêôéêüò ðñïãñáììáôéóìüò: ìåôáâëçôÝò êáé áíÜèåóç ÌíÞìç: ÁíáöïñÝò (references) Þ äåSSêôåò (pointers) Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò)

τ ::= . . . | Ref τ e ::= . . . | ref e | !e | e_1 := e_2 ÄÝóìåõóç (allocation), áðïäåéêôïäüôçóç (dereferencing) êáé óõíùíõìSSá (aliasing) ÓõëëïãÞ óêïõðéäéþí (garbage collection)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 74/164

ÁíáöïñÝò (ii)

Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ e : τ Γ ⊢ ref e : Ref τ

Γ ⊢ e : Ref τ Γ ⊢ !e : τ Γ ⊢ e_1 : Ref τ Γ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ e_1 := e_2 : Unit ÐáñÜäåéãìá: call by value

let r = ref 6 in !r ∗ (r :=!r + 1; !r) ÁðïôSSìçóç: êáôÜëëçëåò ôéìÝò ãéá áíáöïñÝò, áëëáãÞ óôïí ïñéóìü ôùí êáôáóôÜóåùí

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 75/164

ÁíáöïñÝò (iii)

ÈÝóåéò ìíÞìçò (locations) loc_i, üðïõ i ∈ N ÌíÞìåò m : N ⇀ v, ìåñéêÝò (partial) óõíáñôÞóåéò Óýíôáîç (ôéìÝò, åêöñÜóåéò, êáôáóôÜóåéò) v ::= . . . | loc_i e ::= . . . | ref e | !e | e_1 := e_2 | loc_i s ::= (e, m) ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá

ÊÜèå õðÜñœùí óçìáóéïëïãéêüò êáíüíáò ôçò ìïñöÞò e −→ e^′ ðñÝðåé íá ìåôáôñáðåSS óôç íÝá ìïñöÞ (e, m) −→ (e^′, m^′)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 76/164

ÁíáöïñÝò (iv)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá) (e, m) −→ (e^′, m^′) (!e, m) −→ (!e^′, m^′) m(i) = v (!loc_i, m) −→ (v, m) (e_1, m) −→ (e^′_1, m^′) (e_1 := e_2, m) −→ (e^′_1 := e_2, m^′) (e_2, m) −→ (e^′_2, m^′) (v_1 := e_2, m) −→ (v_1 := e^′_2, m^′) (loc_i := v, m) −→ (unit, m{i → v})

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 77/164

ÁíáöïñÝò (v)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá) (e, m) −→ (e^′, m^′) (ref e, m) −→ (ref e^′, m^′)

j = max(dom(m)) + 1 (ref v, m) −→ (loc_j, m{j → v})

Ç áöçñçìÝíç ìçœáíÞ ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé óôç ëåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá äåí êÜíåé óõëëïãÞ óêïõðéäéþí

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 78/164

ÁíáöïñÝò (vi)

Êáíüíåò ôýðùí (óõíÝœåéá) Äåí õðÜñœåé êáíüíáò ôýðùí ãéá loc_i Äå œñåéÜæåôáé óôïí åëåãêôÞ ôýðùí, ãéáôSS äåí åðéôñÝðïíôáé loc_i óôá ðñïãñÜììáôá ŒñåéÜæåôáé üìùò ãéá ôç ìåëÝôç ôùí éäéïôÞôùí ôçò ãëþóóáò Ôýðïé ìíÞìçò M : N ⇀ τ, ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò ÅðÝêôáóç óœÝóçò ôýðùí Γ; M ⊢ e : τ M(i) = τ Γ; M ⊢ loc_i : Ref τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 79/164

ÁíáöïñÝò (vii)

Éäéüôçôåò ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí Ïñéóìüò: Γ ⊢ m : M üôáí dom(m) = dom(M) êáé ãéá êÜèå i ∈ dom(m) éóœýåé Γ; M ⊢ m(i) : M(i) Èåþñçìá ðñïüäïõ (progress):

Áí ∅; M ⊢ e : τ ôüôå åSSôå e åSSíáé ôéìÞ, åSSôå ãéá êÜèå m ôÝôïéï þóôå ∅ ⊢ m : M õðÜñœåé (e^′, m^′) ôÝôïéï þóôå (e, m) −→ (e^′, m^′)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 80/164

ÁíáöïñÝò (viii)

Éäéüôçôåò ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí (óõíÝœåéá) Èåþñçìá äéáôÞñçóçò (preservation): Áí Γ; M ⊢ e : τ,

Γ ⊢ m : M êáé (e, m) −→ (e^′, m^′), ôüôå õðÜñœåé êÜðïéï M^′ ôÝôïéï þóôå M ⊆ M^′ Γ ⊢ m^′ : M^′ êáé Γ; M^′ ⊢ e^′ : τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 81/164

ÅîáéñÝóåéò (i)

Ðñüâëåøç åîáéñåôéêþí ðåñéðôþóåùí (exceptions) Óýíôáîç (åêöñÜóåéò)

e ::= . . . | abort ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (call by value) abort e −→ abort v abort −→ abort Áðáéôïýíôáé êáíüíåò ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò áëëçëåðSSäñáóçò ôùí åîáéñÝóåùí ìå ôá Üëëá œáñáêôçñéóôéêÜ ôçò ãëþóóáò

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 82/164

ÅîáéñÝóåéò (ii)

Êáíüíáò ôýðùí Γ ⊢ abort : τ Éäéüôçôåò ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí ÅîáéñÝóåéò êáé ìïíáäéêüôçôá ôýðùí Èåþñçìá ðñïüäïõ (progress):

Áí ∅ ⊢ e : τ ôüôå åSSôå e åSSíáé ôéìÞ, åSSôå åSSíáé abort, åSSôå õðÜñœåé e^′ ôÝôïéï þóôå e −→ e^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 83/164

ÅîáéñÝóåéò (iii)

ÐáñáäåSSãìáôá

checkSubtract : Nat → Nat → Nat ≡ λn : Nat. λm : Nat. if n < m then abort else n − m checkDivides : Nat → Nat → Bool ≡ λn : Nat. if n = 0 then abort else

fix (λf : Nat → Bool. λm : Nat.

if m = 0 then true else if m < n then false else f (m − n))

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 84/164

ÅîáéñÝóåéò (iv)

Œåéñéóìüò åîáéñÝóåùí (exception handling) ÅîáéñÝóåéò ðïõ ìåôáöÝñïõí ðëçñïöïñSSá Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò)

τ ::= . . . | Exn e ::= . . . | throw e | try e_1 catch e_2 ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (call by value)

(throw v) e −→ throw v v_1 (throw v_2) −→ throw v_2 throw (throw v) −→ throw v e −→ e^′ throw e −→ throw e^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 85/164

ÅîáéñÝóåéò (v)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá)

try v catch e −→ v try throw v catch e −→ e v e_1 −→ e^′_1 try e_1 catch e_2 −→ try e^′_1 catch e_2

Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ e : Exn Γ ⊢ throw e : τ

Γ ⊢ e_1 : τ Γ ⊢ e_2 : Exn → τ Γ ⊢ try e_1 catch e_2 : τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 86/164

ÅîáéñÝóåéò (vi)

ÐáñáäåSSãìáôá

checkSubtract : Nat → Nat → Nat ≡ λn : Nat. λm : Nat.

if n < m then throw exn sub else n − m checkDivides : Nat → Nat → Bool ≡ λn : Nat. if n = 0 then throw exn divzero else fix (λf : Nat → Bool. λm : Nat.

if m = 0 then true else try f (checkSubtract m n) catch λexn : Exn. false)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 87/164

Õðïôýðïé (i)

ÓœÝóç õðïôýðùí (subtype relation) τ <: τ^′ Ï ôýðïò τ åSSíáé õðïôýðïò ôïõ τ^′ üôáí êÜèå Ýêöñáóç ôýðïõ τ ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéçèåSS óå ìéá èÝóç üðïõ áíáìÝíåôáé Ýêöñáóç ôýðïõ τ^′ Êáíüíáò ôýðùí (subsumption) Γ ⊢ e : τ τ <: τ^′ Γ ⊢ e : τ^′ ÐáñáäåSSãìáôá

Nat <: Int <: Real ⟨x : Nat, y : Bool⟩ <: ⟨x : Nat⟩

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 88/164

Õðïôýðïé (ii)

Óýíôáîç (ôýðïé) τ ::= . . . | Top | Bot ÓœÝóç õðïôýðùí Γ ⊢ τ <: τ τ_1 <: τ_2 τ_2 <: τ_3 τ_1 <: τ_3 τ <: Top Bot <: τ Ç óœÝóç õðïôýðùí áëëçëåðéäñÜ ìå ôïõò õðÜñœïíôåò ôýðïõò ôçò ãëþóóáò êáôÜ ðïëýðëïêï ôñüðï

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 89/164

Õðïôýðïé (iii)

ÓœÝóç õðïôýðùí: óõíáñôÞóåéò

τ^′_1 <: τ_1 τ_2 <: τ^′_2 τ_1 → τ_2 <: τ^′_1 → τ^′_2

ÓœÝóç õðïôýðùí: åããñáöÝò

⟨x_i : τ_i | 1 ≤ i ≤ n + k⟩ <: ⟨x_i : τ_i | 1 ≤ i ≤ n⟩

⟨x_i : τ_i | 1 ≤ i ≤ n⟩ ìåôÜèåóç ôïõ ⟨x^′_i : τ^′_i | 1 ≤ i ≤ n⟩ ⟨x_i : τ_i | 1 ≤ i ≤ n⟩ <: ⟨x^′_i : τ^′_i | 1 ≤ i ≤ n⟩ τ_i <: τ^′_i ãéá êÜèå i ⟨x_i : τ_i | 1 ≤ i ≤ n⟩ <: ⟨x_i : τ^′_i | 1 ≤ i ≤ n⟩

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 90/164

Õðïôýðïé (iv)

ÓœÝóç õðïôýðùí: áíáöïñÝò

τ <: τ^′ τ^′ <: τ Ref τ <: Ref τ^′

ÐáñÜäåéãìá: äåäïìÝíïõ üôé Int <: Real, äåí åSSíáé åðéèõìçôü Ref Int <: Ref Real, ð.œ.

(λr : Ref Real. r := 3.14) (ref 1) ÐáñÜäåéãìá: œñÞóç ôïõ Bot Γ ⊢ abort : Bot

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 91/164

Õðïôýðïé (v)

Ôýðïé ôïìÞò (intersection types) Óýíôáîç (ôýðïé)

τ ::= . . . | τ_1 ∧ τ_2 ÓœÝóç õðïôýðùí: ôýðïé ôïìÞò

τ_1 ∧ τ_2 <: τ_1 τ_1 ∧ τ_2 <: τ_2 τ <: τ_1 τ <: τ_2 τ <: τ_1 ∧ τ_2 (τ → τ_1) ∧ (τ → τ_2) <: τ → (τ_1 ∧ τ_2)

ÐáñÜäåéãìá: õðåñöüñôùóç ôåëåóôþí

+ : (Int → Int → Int) ∧ (Real → Real → Real)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 92/164

Õðïôýðïé (vi)

Áíáèåþñçóç ôùí áíáöïñþí: ðçãÝò (sources) êáé õðïäïœåSSò (acceptors) Óýíôáîç (ôýðïé)

τ ::= . . . | Src τ | Acc τ Êáíüíåò ôýðùí

Γ ⊢ e : Src τ Γ ⊢ !e : τ

Γ ⊢ e_1 : Acc τ Γ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ e_1 := e_2 : Unit Γ ⊢ e : τ Γ ⊢ ref e : Src τ ∧ Acc τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 93/164

Õðïôýðïé (vii)

ÓœÝóç õðïôýðùí: ðçãÝò êáé õðïäïœåSSò τ <: τ^′ Src τ <: Acc τ^′ τ^′ <: τ Acc τ <: Acc τ^′ Syntactic sugar: Ref τ ≡ Src τ ∧ Acc τ, ïðüôå Ref τ <: Src τ Ref τ <: Acc τ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 94/164

Õðïôýðïé (viii)

Ôýðïé Ýíùóçò (union types) Óýíôáîç (ôýðïé)

τ ::= . . . | τ_1 ∨ τ_2 ÓœÝóç õðïôýðùí: ôýðïé Ýíùóçò

τ_1 <: τ_1 ∨ τ_2 τ_2 <: τ_1 ∨ τ_2 τ_1 <: τ τ_2 <: τ τ_1 ∨ τ_2 <: τ (τ_1 → τ) ∧ (τ_2 → τ) <: (τ_1 ∨ τ_2) → τ (τ_1 ∧ τ_2) ∨ τ <: (τ_1 ∨ τ) ∧ (τ_2 ∨ τ) (τ_1 ∨ τ_2) ∧ τ <: (τ_1 ∧ τ) ∨ (τ_2 ∧ τ)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 95/164

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé (i)

ÐáñÜäåéãìá: ëSSóôåò öõóéêþí áñéèìþí

list Nat ≃ Unit + (Nat × list Nat)

Öïñìáëéóìüò: list Nat ≡ μα. Unit + (Nat × α) ÕëïðïSSçóç ôåëåóôþí

nil Nat : list Nat ≡ inl unit cons Nat : Nat → list Nat → list Nat ≡ λh : Nat. λt : list Nat. inr ⟨h, t⟩ length Nat : list Nat → Nat ≡ fix (λf : list Nat → Nat. λℓ : list Nat.

[λu : Unit. 0, λp : Nat × list Nat. 1 + f (snd p)] ℓ)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 96/164

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé (ii)

Ðñüâëçìá: ï ðñïçãïýìåíïò ïñéóìüò äSSíåé

nil Nat : Unit + (Nat × list Nat)

áíôSS ôïõ åðéèõìçôïý

nil Nat : list Nat

Ëýóç 1: éóüôçôá ôýðùí (equi-recursive)

μα. τ <: τ[α := μα. τ] τ[α := μα. τ] <: μα. τ

Ëýóç 2: éóïìïñöéóìüò ôýðùí (iso-recursive)

unfold_{μα. τ} : (μα. τ) → τ[α := μα. τ] fold_{μα. τ} : τ[α := μα. τ] → (μα. τ)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 97/164

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé (iii)

Éóï-áíáäñïìéêïSS ôýðïé (iso-recursive types) Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò, ôéìÝò) τ ::= . . . | α | μα. τ e ::= . . . | unfold_τ (e) | fold_τ (e) v ::= . . . | fold_τ (v) ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá

unfold_τ (fold_τ ′ (v)) −→ v

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 98/164

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé (iv)

Êáíüíåò ôýðùí τ^′ = μα. τ Γ ⊢ e : τ[α := τ^′] Γ ⊢ fold_τ ′ (e) : τ^′ τ^′ = μα. τ Γ ⊢ e : τ^′ Γ ⊢ unfold_τ ′ (e) : τ[α := τ^′]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 99/164

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé (v)

ÐáñÜäåéãìá: ëSSóôåò öõóéêþí áñéèìþí

list Nat ≡ μα. Unit + (Nat × α) nil Nat : list Nat

≡ fold_{list Nat}(inl unit) cons Nat : Nat → list Nat → list Nat ≡ λh : Nat. λt : list Nat. fold_{list Nat}(inr ⟨h, t⟩)

length Nat : list Nat → Nat ≡ fix (λf : list Nat → Nat. λℓ : list Nat.

[λu : Unit. 0, λp : Nat × list Nat. 1 + f (snd p)] unfold_{list Nat}(ℓ))

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 100/164

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé (vi)

ÁíáäñïìéêïSS ôýðïé êáé êáíïíéêïðïSSçóç

fix_τ : (τ → τ) → τ ≡ λf : τ → τ.

(λx : (μα. α → τ). f (x x)) (λx : (μα. α → τ). f (x x))

diverge_τ : τ ≡ fix_τ (λx : τ. x)

ÓœÝóç õðïôýðùí: áíáäñïìéêïSS ôýðïé Δ, α <: α^′ ⊢ τ <: τ^′ Δ ⊢ μα. τ <: μα^′. τ^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 101/164

Ðïëõìïñöéóìüò 2çò ôÜîçò (i)

ÐáñÜäåéãìá: ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç

id : ∀α. α → α ≡ Λα. λx : α. x

ÐáñÜäåéãìá: óýíèåóç óõíáñôÞóåùí

comp : ∀α. ∀β. ∀γ. (β → γ) → (α → β) → α → γ ≡ Λα. Λβ. Λγ.

λf : β → γ. λg : α → β. λx : α. f (g x)

ŒñÞóç áõôþí

id [Nat] 42 comp [Real] [Int] [Nat] round abs (−41.87)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 102/164

Ðïëõìïñöéóìüò 2çò ôÜîçò (ii)

ÐáñÜäåéãìá: ðïëõìïñöéêÝò ëSSóôåò Ôýðïò óôïéœåSSïõ ëSSóôáò: α

nil : ∀α. μβ. Unit + (α × β) ≡ Λα. fold_{μβ. Unit+(α×β)}(inl unit)

cons : ∀α. α → (μβ. Unit + (α × β)) → (μβ. Unit + (α × β)) ≡ Λα. λh : α. λt : (μβ. Unit + (α × β)).

fold_{μβ. Unit+(α×β)}(inr ⟨h, t⟩)

ŒñÞóç: äçìéïõñãSSá ëSSóôáò [42, 7]

ℓ : μβ. Unit + (Nat × β) ≡ cons [Nat] 42 (cons [Nat] 7 (nil [Nat]))

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 103/164

Ðïëõìïñöéóìüò 2çò ôÜîçò (iii)

Óýóôçìá F Þ F_2 Þ ðïëõìïñöéêüò λ-ëïãéóìüò 2çò ôÜîçò Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò, ôéìÝò)

τ ::= . . . | α | ∀α. τ e ::= . . . | Λα. e | e [τ] v ::= . . . | Λα. v ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá

(Λα. e) [τ] −→ e[α := τ] e −→ e^′ e [τ] −→ e^′ [τ]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 104/164

Ðïëõìïñöéóìüò 2çò ôÜîçò (iv)

ÐåñéâÜëëïíôá ôýðùí Γ: óýíïëá ìå óôïéœåSSá ôçò ìïñöÞò (x, τ), Þ ôçò ìïñöÞò α Êáíüíåò ôýðùí

Γ, α ⊢ e : τ Γ ⊢ Λα. e : ∀α. τ

Γ ⊢ e : ∀α. τ Γ ⊢ e [τ^′] : τ[α := τ^′]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 105/164

Ðïëõìïñöéóìüò ω-ôÜîçò (i)

ÐáñÜäåéãìá: ðïëõìïñöéêÝò ëSSóôåò

list :: ∗ ⇒ ∗

≡ λα :: ∗. μβ. Unit + (α × β) nil : ∀α :: ∗. list α ≡ Λα :: ∗. fold_{list α}(inl unit) cons : ∀α :: ∗. α → list α → list α ≡ Λα :: ∗. λh : α. λt : list α. fold_{list α}(inr ⟨h, t⟩)

length : ∀α :: ∗. list α → Nat ≡ Λα :: ∗. fix (λf : list α → Int. λℓ : list α.

[λu : Unit. 0, λp : α × list α. 1 + f (snd p)] unfold_{list α}(ℓ))

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 106/164

Ðïëõìïñöéóìüò ω-ôÜîçò (ii)

ÐáñÜäåéãìá

f : ∀m :: ∗ ⇒ ∗. (∀α :: ∗. α → m α) → ∀α :: ∗. ∀β :: ∗. (α × β) → (m α × m β) = Λm :: ∗ ⇒ ∗. λg : (∀α :: ∗. α → m α).

Λα :: ∗. Λβ :: ∗. λp : α × β.

⟨g [α] (fst p), g [β] (snd p)⟩

ŒñÞóç ôçò f

g ≡ Λα :: ∗. λx : α. cons [α] x (nil [α]) p ≡ f [list] g [Nat] [Bool] ⟨42, true⟩

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 107/164

Ðïëõìïñöéóìüò ω-ôÜîçò (iii)

Óýóôçìá F_ω Óýíôáîç (åSSäç, ôýðïé, åêöñÜóåéò, ôéìÝò) κ ::= ∗ | κ_1 ⇒ κ_2 τ ::= . . . | α | ∀α :: κ. τ | λα :: κ. τ | τ_1 τ_2 e ::= . . . | Λα :: κ. e | e [τ] v ::= . . . | Λα :: κ. v ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (åêöñÜóåéò, ôýðïé)

(Λα :: κ. e) [τ] −→ e[α := τ] e −→ e^′ e [τ] −→ e^′ [τ] (λα :: κ. τ) τ^′ −→ τ[α := τ^′] ê.ëð.

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 108/164

Ðïëõìïñöéóìüò ω-ôÜîçò (iv)

ÐåñéâÜëëïíôá ôýðùí Γ: óýíïëá ìå óôïéœåSSá ôçò ìïñöÞò (x, τ), Þ ôçò ìïñöÞò (α, κ) Êáíüíåò ôýðùí (ôýðïé)

(α, κ) ∈ Γ Γ ⊢ α :: κ

Γ ⊢ Nat :: ∗ Γ ⊢ Bool :: ∗

Γ ⊢ τ_1 :: ∗ Γ ⊢ τ_2 :: ∗ Γ ⊢ τ_1 → τ_2 :: ∗

Γ, α :: κ ⊢ τ :: ∗ Γ ⊢ ∀α :: κ. τ :: ∗

Γ, α :: κ ⊢ τ :: κ^′ Γ ⊢ λα :: κ. τ :: κ ⇒ κ^′

Γ ⊢ τ_1 :: κ ⇒ κ^′ Γ ⊢ τ_2 :: κ Γ ⊢ τ_1 τ_2 :: κ^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 109/164

Ðïëõìïñöéóìüò ω-ôÜîçò (v)

Éóüôçôá ôýðùí: ùò τ = τ^′ ïñSSæåôáé ç óœÝóç éóïäõíáìSSáò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç ìåôáôñïðÞ ôýðùí τ −→ τ^′ Êáíüíåò ôýðùí (åêöñÜóåéò)

Γ ⊢ τ :: ∗ Γ, x : τ ⊢ e : τ^′ Γ ⊢ λx : τ. e : τ → τ^′

Γ ⊢ e_1 : τ → τ^′ Γ ⊢ e_2 : τ Γ ⊢ e_1 e_2 : τ^′

Γ, α :: κ ⊢ e : τ Γ ⊢ Λα :: κ. e : ∀α :: κ. τ

Γ ⊢ e : ∀α :: κ. τ^′ Γ ⊢ τ :: κ Γ ⊢ e [τ] : τ^′[α := τ]

Γ ⊢ e : τ Γ ⊢ τ^′ :: ∗ τ = τ^′ Γ ⊢ e : τ^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 110/164

ÕðáñîéáêïSS ôýðïé (i)

Óýíôáîç (ôýðïé, åêöñÜóåéò, ôéìÝò) τ ::= . . . | ∃α :: κ. τ e ::= . . . | pack(α :: κ = τ, e : τ^′) | open e as (α :: κ, x : τ) in e^′ v ::= . . . | pack(α :: κ = τ, v : τ^′) ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá

open pack(α :: κ = τ, v : τ^′) as (α^′ :: κ^′, x : τ^{′′}) in e −→ e[α^′ := τ][x := v]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 111/164

ÕðáñîéáêïSS ôýðïé (ii)

ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá)

e −→ e^′ pack(α :: κ = τ, e : τ^′) −→ pack(α :: κ = τ, e^′ : τ^′)

e_1 −→ e^′_1 open e_1 as (α :: κ, x : τ) in e_2 −→ open e^′_1 as (α :: κ, x : τ) in e_2

Êáíüíåò ôýðùí (ôýðïé)

Γ, α :: κ ⊢ τ :: ∗ Γ ⊢ ∃α :: κ. τ :: ∗

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 112/164

ÕðáñîéáêïSS ôýðïé (iii)

Êáíüíåò ôýðùí (åêöñÜóåéò)

Γ ⊢ τ :: κ Γ ⊢ e : τ^′[α := τ] Γ ⊢ pack(α :: κ = τ, e : τ^′) : ∃α :: κ. τ^′ Γ ⊢ τ^′ :: ∗ Γ ⊢ e : ∃α :: κ. τ Γ, α :: κ, x : τ ⊢ e^′ : τ^′ Γ ⊢ open e as (α :: κ, x : τ) in e^′ : τ^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 113/164

ÕðáñîéáêïSS ôýðïé (iv)

ÐáñÜäåéãìá: ñïÝò (Üðåéñåò ëSSóôåò)

stream :: ∗ ⇒ ∗ ≡ λα :: ∗. ∃β :: ∗. β × ((β → α) × (β → β))

even : stream Nat ≡ pack(β :: ∗ = Nat,

⟨0, ⟨λn : Nat. n, λn : Nat. n + 2⟩⟩ :

β × ((β → Nat) × (β → β)))

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 114/164

ÕðáñîéáêïSS ôýðïé (v)

ÐáñÜäåéãìá (óõíÝœåéá)

elem : ∀α :: ∗. stream α → Nat → α ≡ Λα :: ∗. λs : stream α.

open s as (β : ∗, i : β × ((β → α) × (β → β))) in fix (λf : β → Nat → α. λx : β. λn : Nat.

if n = 0 then fst (snd i) x else f (snd (snd i) x) (n − 1)) (fst i)

ŒñÞóç elem [Nat] even 42

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 115/164

ÕðáñîéáêïSS ôýðïé (vi)

ÐáñÜäåéãìá (óõíÝœåéá)

strNatRep ≡ μγ. Ref (Nat × (Unit → γ)) getData : strNatRep → Nat ≡ λr : strNatRep. fst (!unfold_{strNatRep}(r)) getNext : strNatRep → strNatRep ≡ λr : strNatRep. snd (!unfold_{strNatRep}(r)) unit strEvenRep : strNatRep ≡ fix (λf : Nat → strNatRep. λn : Nat.

fold_{strNatRep}(ref ⟨n, λu : Unit. f (n + 2)⟩)) 0 even^′ : stream Nat ≡ pack(β :: ∗ = strNatRep,

⟨strEvenRep, ⟨getData, getNext⟩⟩ :

β × ((β → Nat) × (β → β)))

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 116/164

Åîáñôþìåíïé ôýðïé (i)

ÐáñÜäåéãìá: ëSSóôåò óõãêåêñéìÝíïõ ìÞêïõò

list : ∗ ⇒ Nat ⇒ ∗ ≡ λα :: ∗. λn : Nat.

if n = 0 then Unit else α × list (n − 1) nil : ∀α :: ∗. list a 0 cons : ∀α :: ∗. Πn : Nat. α → list a n → list a (n + 1)

Ôýðïé ðïõ åîáñôþíôáé áðü åêöñÜóåéò Ôýðïé ìå ðáñÜìåôñï Ýêöñáóç λx : τ. τ^′ Ôýðïò åîáñôþìåíçò óõíÜñôçóçò Πx : τ. τ^′

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 117/164

Åîáñôþìåíïé ôýðïé (ii)

Óýíôáîç (åSSäç, ôýðïé)

κ ::= . . . | τ ⇒ κ τ ::= . . . | Πx : τ. τ^′ | λx : τ. τ^′ | τ e | if e then τ_1 else τ_2 Syntactic sugar: τ → τ^′ ≡ Πx : τ. τ^′ áí x ∉ FV(τ^′) (ìç åîáñôþìåíç óõíÜñôçóç)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 118/164

Åîáñôþìåíïé ôýðïé (iii)

Êáíüíåò ôýðùí (ôýðïé)

Γ ⊢ τ :: ∗ Γ, x : τ ⊢ τ^′ :: ∗ Γ ⊢ Πx : τ. τ^′ :: ∗

Γ, x : τ ⊢ τ^′ :: κ Γ ⊢ λx : τ. τ^′ :: τ ⇒ κ Γ ⊢ τ :: τ^′ ⇒ κ Γ ⊢ e : τ^′ Γ ⊢ τ e :: κ

Êáíüíåò ôýðùí (åêöñÜóåéò)

Γ, x : τ ⊢ e : τ^′ Πx : τ. τ^′ :: ∗ Γ ⊢ λx : τ. e : Πx : τ. τ^′

Γ ⊢ e : Πx : τ. τ^′ Γ ⊢ e^′ : τ Γ ⊢ e e^′ : τ^′[x := e^′]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 119/164

Åîáñôþìåíïé ôýðïé (iv)

O êýâïò ôïõ Barendregt F_ω^� CC

F_2 � •

• •

λ_→

�

LF

Õðüìíçìá ∗: åêöñÜóåéò, □: ôýðïé (□, ∗)

(□, □)

(∗, ∗)

�

� � (∗, □)

Ð.œ. (□, ∗): åêöñÜóåéò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôýðïõò

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 120/164

ÓçìáóéïëïãSSá (i)

Óýíôáîç (syntax) êáé óçìáóéïëïãSSá (semantics) ÐáñÜäåéãìá: óçìáóéïëïãSSá ôçò åíôïëÞò while ⟨ëïãéêÞ óõíèÞêç⟩ do ⟨åíôïëÞ⟩

\ÁñœéêÜ ãSSíåôáé ï Ýëåãœïò ôçò ëïãéêÞò óõíèÞêçò. Áí ôï áðïôÝëåóìá åSSíáé áëçèÝò, ôüôå ãSSíåôáé åSSóïäïò óôï âñüœï êáé åêôåëåSSôáé ç åíôïëÞ ìSSá öïñÜ. Óôç óõíÝœåéá ç óõíèÞêç åëÝãœåôáé êáé ðÜëé, ê.ï.ê. ĳôáí ç óõíèÞêç ãSSíåé øåõäÞò, ï âñüœïò ðáñáêÜìðôåôáé êáé ï Ýëåãœïò ìåôáöÝñåôáé óôçí ðñþôç åíôïëÞ ðïõ áêïëïõèåSS ôç äïìÞ ôïõ âñüœïõ."

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 121/164

ÓçìáóéïëïãSSá (ii)

ÔõðéêÞ óçìáóéïëïãSSá: ôñåéò êýñéåò ìÝèïäïé ËåéôïõñãéêÞ (operational) óçìáóéïëïãSSá: ç óçìáóSSá ôùí ðñïãñáììÜôùí ðåñéãñÜöåôáé ìå ìéá óœÝóç ìåôÜâáóçò ìåôáîý ôùí êáôáóôÜóåùí ìéáò áöçñçìÝíçò ìçœáíÞò

ð.œ.

(e, s) −→ v (x := e, s) −→ s[x := v] x ∈ Var, e ∈ Expr óõíôáêôéêïSS üñïé s ∈ S = Var → V ç ìíÞìç ôçò áöçñçìÝíçò ìçœáíÞò

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 122/164

ÓçìáóéïëïãSSá (iii)

ÔõðéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá) ÄçëùôéêÞ (denotational) óçìáóéïëïãSSá: ç óçìáóSSá ôùí ðñïãñáììÜôùí ðåñéãñÜöåôáé ìÝóù ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùí, ð.œ. óõíáñôÞóåùí ðïõ ðáSSñíïõí ùò ðáñáìÝôñïõò ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïãñÜììáôïò êáé õðïëïãSSæïõí ôá áðïôåëÝóìáôá

ð.œ. [[e]] : S → V [[c]] : S → S

[[x := e]](s) = s[x := [[e]](s)]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 123/164

ÓçìáóéïëïãSSá (iv)

ÔõðéêÞ óçìáóéïëïãSSá (óõíÝœåéá) ÁîéùìáôéêÞ (axiomatic) óçìáóéïëïãSSá: ç óçìáóSSá ôùí ðñïãñáììÜôùí ðåñéãñÜöåôáé Ýììåóá ùò ôï óýíïëï ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí ðïõ ìðïñïýí íá áðïäåéœèïýí ãéá ôçí åêôÝëåóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò

ð.œ. {P [x := e]} x := e {P }

Áí ðñéí ôçí åêôÝëåóç ôçò áíÜèåóçò éóœýåé P [x := e], ôüôå ìåôÜ ôçí åêôÝëåóç áõôÞò èá éóœýåé P , üðïõ P êÜðïéá ëïãéêÞ ðñüôáóç

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 124/164

ÄçëùôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (i)

ÐáñÜäåéãìá: äõáäéêÝò áêïëïõèSSåò Óýíôáîç:

S ::= 0 | 1 | S0 | S1 ÓçìáóéïëïãéêÞ óõíÜñôçóç: [[S]] : N [[0]] = 0 [[1]] = 1

[[S0]] = 2 × [[S]] [[S1]] = 2 × [[S]] + 1 Óõíèåóéìüôçôá (compositionality)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 125/164

ÄçëùôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (ii)

ÐáñÜäåéãìá: äõáäéêÝò áêïëïõèSSåò (óõíÝœåéá) [[1100]] = 2 × [[110]] = 2 × (2 × [[11]] = 2 × (2 × (2 × [[1]] + 1)) = 2 × (2 × (2 × 1 + 1)) = 12

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 126/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (i)

Æçôïýìåíï: äçëùôéêÞ óçìáóéïëïãSSá ãéá ìéá ðñïóôáêôéêÞ ãëþóóá åêöñÜóåùí êáé åíôïëþí Óýíôáîç:

C ::= skip | C_0; C_1 | for N do C | if B then C_0 else C_1 B ::= true | not B | B_0 and B_1 | N_0 < N_1 | N_0 = N_1 | B_0 = B_1 | if B then B_0 else B_1 N ::= 0 | succ N

| if B then N_0 else N_1

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 127/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (ii)

ÊáôÜóôáóç (state): s ∈ S ÓçìáóéïëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò C[[C]] : S → S B[[B]] : S → { true, false } N [[N]] : S → N ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò N [[0]]s = 0 N [[succ N]]s = N [[N]]s + 1

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 128/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (iii)

ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò (óõíÝœåéá)

B[[true]]s = true

B[[not B]]s = true, áí B[[B]]s = false false, áí B[[B]]s = true

B[[B_0 and B_1]]s = true, áí B[[B_0]]s = B[[B_1]]s = true false, äéáöïñåôéêÜ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 129/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (iv)

ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò (óõíÝœåéá)

B[[N_0 < N_1]]s = true, áí N [[N_0]]s < N [[N_1]]s false, äéáöïñåôéêÜ

B[[N_0 = N_1]]s = true, áí N [[N_0]]s = N [[N_1]]s false, äéáöïñåôéêÜ

B[[B_0 = B_1]]s = true, áí B[[B_0]]s = B[[B_1]]s false, äéáöïñåôéêÜ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 130/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (v)

ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò (óõíÝœåéá)

N [[if B then N_0 else N_1]]s =

N [[N_0]]s, áí B[[B]]s = true N [[N_1]]s, äéáöïñåôéêÜ

B[[if B then B_0 else B_1]]s =

B[[B_0]]s, áí B[[B]]s = true B[[B_1]]s, äéáöïñåôéêÜ

C[[if B then C_0 else C_1]]s =

C[[C_0]]s, áí B[[B]]s = true C[[C_1]]s, äéáöïñåôéêÜ

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 131/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (vi)

ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò (óõíÝœåéá)

C[[skip]]s = s C[[C_0; C_1]]s = C[[C_1]](C[[C_0]]s) C[[for N do C]]s = (C[[C]])^n(s), üðïõ n = N [[N]]s

ÁõôÞ ç ãëþóóá åSSíáé ôåôñéììÝíç: åýêïëá ìðïñåSS íá äåéœèåSS (ìå åðáãùãÞ) üôé ãéá êÜèå åíôïëÞ C êáé êáôÜóôáóç s éóœýåé C[[C]]s = s

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 132/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (vii)

ÌåôáâëçôÝò êáé áíáèÝóåéò Óýíôáîç i ∈ Var, π(i) ∈ { natural, boolean } N ::= . . .

| i üðïõ π(i) = natural B ::= . . .

| i üðïõ π(i) = boolean C ::= . . .

| i := N üðïõ π(i) = natural | i := B üðïõ π(i) = boolean

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 133/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (viii)

ÊáôáóôÜóåéò

S = { s : Var → N ∪ { true, false } | s(i) ∈ N áí π(i) = natural êáé s(i) ∈ { true, false } áí π(i) = boolean }

ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò

N [[i]]s = s(i) C[[i := N]]s = s[i := N [[N]]s] B[[i]]s = s(i) C[[i := B]]s = s[i := B[[B]]s]

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 134/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (ix)

Áüñéóôåò åðáíáëÞøåéò, åíôïëÞ while Óýíôáîç

C ::= . . . | while B do C Åíäåœüìåíï ìç ôåñìáôéóìïý ÌåñéêÝò óçìáóéïëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò C[[C]] : S ⇀ S C[[C]]s ìç ïñéóìÝíï áí ç åêôÝëåóç ôçò åíôïëÞò C ìå áñœéêÞ êáôÜóôáóç s äåí ôåñìáôSSæåôáé

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 135/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (x)

ÓçìáóéïëïãSSá ôçò åíôïëÞò while Äýï åóöáëìÝíïé ïñéóìïSS

C[[while B do C]] = C[[if B then (C; while B do C)]]

C[[while B do C]]s = C[[while B do C]](C[[C]]s), áí B[[B]]s = true s, áí B[[B]]s = false

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 136/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (xi)

ÓçìáóéïëïãSSá ôçò åíôïëÞò while (óõíÝœåéá) ÆçôåSSôáé ìéá ëýóç c ôçò åîSSóùóçò

c(s) = c(C[[C]]s), áí B[[B]]s = true s, áí B[[B]]s = false

ÿíáò óùóôüò ïñéóìüò: C[[while B do C]] = c_∞

c_0(s) = ìç ïñéóìÝíï

c_{i+1}(s) = c_i(C[[C]]s), áí B[[B]]s = true s, áí B[[B]]s = false

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 137/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (xii)

ÐáñÜäåéãìá while (n > 0) do (n := prev n)

c_0(s) = ìç ïñéóìÝíï

c_1(s) = { ìç ïñéóìÝíï, áí N [[n]]s > 0 s, áí N [[n]]s = 0

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 138/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (xiii)

ÐáñÜäåéãìá while (n > 0) do (n := prev n)

c_2(s) = { c_1(C[[n := prev n]]s), áí N [[n]]s > 0 s, áí N [[n]]s = 0

= ìç ïñéóìÝíï, áí N [[n]]s > 0 êáé N [[n]](C[[n := prev n]]s) > 0 C[[n := prev n]]s, áí N [[n]]s > 0 êáé N [[n]](C[[n := prev n]]s) = 0 s, áí N [[n]]s = 0 = ìç ïñéóìÝíï, áí N [[n]]s > 0 êáé N [[n]]s ≥ 2 s[n := N [[n]]s − 1], áí N [[n]]s > 0 êáé N [[n]]s = 1 s, áí N [[n]]s = 0

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 139/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò (xiv)

ÐáñÜäåéãìá while (n > 0) do (n := prev n)

c_2(s) = ìç ïñéóìÝíï, áí N [[n]]s > 0 êáé N [[n]]s ≥ 2 s[n := N [[n]]s − 1], áí N [[n]]s > 0 êáé N [[n]]s = 1 s, áí N [[n]]s = 0 = { ìç ïñéóìÝíï, áí N [[n]]s ≥ 2 s[n := 0], áí N [[n]]s < 2

ÅðáãùãéêÜ áðïäåéêíýåôáé üôé:

c_i(s) = { ìç ïñéóìÝíï, áí N [[n]]s ≥ i s[n := 0], áí N [[n]]s < i c_∞(s) = s[n := 0] = C[[n := 0]]s

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 140/164

ÈåùñSSá ðåäSSùí (i)

Scott êáé Strachey, ôÝëç äåêáåôSSáò 1960 Ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (D, ⊑)

x ⊑ x áíáêëáóôéêÞ áí x ⊑ y êáé y ⊑ z ôüôå x ⊑ z ìåôáâáôéêÞ áí x ⊑ y êáé y ⊑ x ôüôå x = y áíôéóõììåôñéêÞ

ù-áëõóSSäá (ù-chain) åSSíáé ìéá áêïëïõèSSá { d_i ∈ D | i ∈ N } ôÝôïéá þóôå

d_0 ⊑ d_1 ⊑ d_2 ⊑ . . . ⊑ d_i ⊑ d_{i+1} ⊑ . . .

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 141/164

ÈåùñSSá ðåäSSùí (ii)

Ôï d åSSíáé Üíù üñéï (upper bound) ôïõ P ⊆ D áí p ⊑ d ãéá êÜèå p ∈ P Ôï d åSSíáé åëÜœéóôï Üíù üñéï (least upper bound | lub) ôïõ P ⊆ D áí åSSíáé Üíù üñéï ôïõ P êáé d ⊑ d^′ ãéá êÜèå Üíù üñéï d^′ ôïõ P Ôï åëÜœéóôï Üíù üñéï ôïõ P (áí õðÜñœåé) åSSíáé ìïíáäéêü êáé óõìâïëSSæåôáé ìå ⨆ P Ôï (D, ⊑) åSSíáé ù-ðëÞñåò áí ãéá êÜèå ù-áëõóSSäá õðÜñœåé åëÜœéóôï Üíù üñéï ⨆_∞ i=0 d_i ∈ D

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 142/164

ÈåùñSSá ðåäSSùí (iii)

ÿíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (D, ⊑) ðïõ åSSíáé ù-ðëÞñåò ïíïìÜæåôáé ðåäSSï (domain)

Ï ïñéóìüò ôçò Ýííïéáò ôïõ ðåäSSïõ ðïéêSSëëåé óçìáíôéêÜ óôç âéâëéïãñáöSSá! Ï ðáñáðÜíù åSSíáé Ýíáò áðü ôïõò áðëïýóôåñïõò äõíáôïýò ïñéóìïýò ðïõ åðáñêåSS ãéá ôéò áíÜãêåò ôïõ ìáèÞìáôïò.

⊥ êáé ⊤: åëÜœéóôï êáé ìÝãéóôï óôïéœåSSï åíüò ðåäSSïõ (áí õðÜñœïõí) ⊥ ⊑ x ⊑ ⊤

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 143/164

ÈåùñSSá ðåäSSùí (iv)

ÊáôáóêåõÝò ðåäSSùí: Ýóôù ôï óýíïëï S êáé ôá ðåäSSá (D, ⊑_D) êáé (E, ⊑_E)

Ôï æåýãïò (S, =) ïñSSæåé Ýíá ðåäSSï äéáêñéôÞò äéÜôáîçò (discretely ordered) ÁíõøùìÝíï (lifted) ðåäSSï D_⊥ = D ∪ { ⊥ } üðïõ ⊥ ∉ D ⊥ ⊑ d ãéá êÜèå d ∈ D d_1 ⊑ d_2 áí d_1 ⊑_D d_2 Áí ôï D åSSíáé ðåäSSï äéáêñéôÞò äéÜôáîçò, ôï D_⊥ ëÝãåôáé åðSSðåäï (‚at) ðåäSSï

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 144/164

ÈåùñSSá ðåäSSùí (v)

ÊáôáóêåõÝò ðåäSSùí: (óõíÝœåéá) Ãéíüìåíï (product) D × E = { ⟨d, e⟩ | d ∈ D, e ∈ E } ⟨d_1, e_1⟩ ⊑ ⟨d_2, e_2⟩ áí d_1 ⊑_D d_2 êáé e_1 ⊑_E e_2 ÄéáœùñéóìÝíï Üèñïéóìá (disjoint sum)

D + E = { ⟨0, d⟩ | d ∈ D } ∪ { ⟨1, e⟩ | e ∈ E } ⟨0, d_1⟩ ⊑ ⟨0, d_2⟩ áí d_1 ⊑_D d_2 ⟨1, e_1⟩ ⊑ ⟨1, e_2⟩ áí e_1 ⊑_E e_2

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 145/164

ÈåùñSSá ðåäSSùí (vi)

Ìéá óõíÜñôçóç f : D → E ëÝãåôáé ìïíüôïíç (monotone) áí ãéá êÜèå x ⊑_D y éóœýåé f(x) ⊑_E f(y) Ìéá óõíÜñôçóç f : D → E ëÝãåôáé óõíåœÞò (continuous) áí ãéá êÜèå ù-áëõóSSäá ôïõ D f ( ⨆_∞ i=0 d_i) =

⨆_∞ i=0 f(d_i)

Áí ç f åSSíáé óõíåœÞò, ôüôå åSSíáé ìïíüôïíç Ìéá óõíÜñôçóç f : D → E ëÝãåôáé áõóôçñÞ (strict) áí f(⊥_D) = ⊥_E

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 146/164

ÈåùñSSá ðåäSSùí (vii)

ÊáôáóêåõÝò ðåäSSùí: (óõíÝœåéá)

ÐåäSSï óõíáñôÞóåùí (function domain) D → E = { f : D → E | f óõíåœÞò } f ⊑ g áí f(x) ⊑_E g(x) ãéá êÜèå x ∈ D Èåþñçìá åëÜœéóôïõ óôáèåñïý óçìåSSïõ: ÿóôù D ðåäSSï ìå åëÜœéóôï óôïéœåSSï ⊥ êáé f : D → D óõíåœÞò óõíÜñôçóç. Ôüôå ç f Ýœåé åëÜœéóôï (ùò ðñïò ⊑_D) óôáèåñü óçìåSSï êáé áõôü åSSíáé SSóï ìå fix f =

⨆_∞ i=0 f^i(⊥)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 147/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò îáíÜ (i)

ÿóôù ôá ðåäSSá äéáêñéôÞò äéÜôáîçò N: öõóéêïSS áñéèìïSS T: ëïãéêÝò ôéìÝò { true, false } S: êáôáóôÜóåéò ìíÞìçò ÓçìáóéïëïãéêÝò óõíáñôÞóåéò C[[C]] : S → S_⊥ B[[B]] : S → T N [[N]] : S → N

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 148/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò îáíÜ (ii)

Áí f : D → E_⊥ ïñSSæïõìå f^+ : D_⊥ → E_⊥

f^+(x) = { ⊥, áí x = ⊥ f(x), äéáöïñåôéêÜ ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò

C[[skip]]s = s C[[C_0; C_1]]s = C[[C_1]]^+(C[[C_0]]s) C[[for N do C]]s = (C[[C]]^+)^n(s), üðïõ n = N [[N]]s

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 149/164

ÐñïóôáêôéêÝò ãëþóóåò îáíÜ (ii)

ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò (óõíÝœåéá)

C[[if B then C_0 else C_1]]s =

C[[C_0]]s, áí B[[B]]s = true C[[C_1]]s, äéáöïñåôéêÜ

ÓçìáóéïëïãSSá ôçò åíôïëÞò while

C[[while B do C]]s = fix F s

F f s = f(C[[C]]s), áí B[[B]]s = true s, áí B[[B]]s = false ðáñÜâáëå F^i(⊥) êáé c_i

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 150/164

ÓçìáóéïëïãSSá λ-ëïãéóìïý (i)

Óýíôáîç ôïõ λ-ëïãéóìïý œùñSSò ôýðïõò M, N ::= x | (λx. M) | (M N) ÓçìáóéïëïãéêÞ óõíÜñôçóç [[M ]] : D Ðñüâëçìá: ôá óôïéœåSSá ôïõ ðåäSSïõ D åSSíáé óõíáñôÞóåéò f : D → D D ≃ D → D Äåí õðÜñœåé ìç ôåôñéììÝíï óýíïëï ðïõ íá éêáíïðïéåSS ôïí ðáñáðÜíù éóïìïñöéóìü ÕðÜñœåé üìùò ôÝôïéï ðåäSSï (Scott)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 151/164

ÓçìáóéïëïãSSá λ-ëïãéóìïý (ii)

Éóïìïñöéóìüò D ≃ D → D ϕ : D → (D → D) ϕ ∘ ψ = id ψ : (D → D) → D ψ ∘ ϕ = id ÐåñéâÜëëïí: ρ ∈ Env = Var → D ÓçìáóéïëïãéêÞ óõíÜñôçóç: [[M ]] : Env → D ÓçìáóéïëïãéêÝò åîéóþóåéò

[[x]]ρ = ρ x [[λx. M ]]ρ = ψ (λv : D. [[M ]](ρ[x := v])) [[M N ]]ρ = ϕ ([[M ]]ρ) ([[N ]]ρ)

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 152/164

ÓçìáóéïëïãSSá λ-ëïãéóìïý (iii)

Éäéüôçôåò ôçò óçìáóéïëïãSSáò ÓõíÝðåéá ôçò β-ìåôáôñïðÞò

[[(λx. M) N ]] = [[M[x := N]]] ÏìïSSùò, óõíÝðåéá ôçò η-ìåôáôñïðÞò Áðïäåéêíýïíôáé (äåäïìÝíùí ôùí ϕ êáé ψ): [[Ω]]ρ = ⊥ [[λx. Ω]]ρ = ψ ⊥ = ⊥ [[(λx. I) Ω]]ρ = [[I ]]ρ Ç óçìáóéïëïãSSá áðïäSSäåé ôç óôñáôçãéêÞ ôçò áñéóôåñüôåñçò ìåôáôñïðÞò

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 153/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (i)

ÔåœíéêÞ Þ ëïãéêÞ ôùí Floyd êáé Hoare Áðüäåéîç ïñèüôçôáò ðñïãñáììÜôùí ÁðëÞ ðñïóôáêôéêÞ ãëþóóá

C ::= skip | i :=E | C_0; C_1 | while B do C | if B then C_0 else C_1

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 154/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (ii)

ÔñéÜäá Hoare (Hoare triple) Þ ðñïäéáãñáöÝò {P}C{Q} C ðñüãñáììá P êáé Q ëïãéêÝò åêöñÜóåéò (ðñïóõíèÞêç { ìåôáóõíèÞêç) óôéò P êáé Q ìðïñïýí íá åìöáíSSæïíôáé ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ C

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 155/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (iii)

{P}C{Q} áëçèÞò ⇔ áí ôï C åêôåëåSSôáé óå ìéá áñœéêÞ êáôÜóôáóç ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí P êáé ç åêôÝëåóÞ ôïõ ôåñìáôSSæåé, ôüôå óôçí ôåëéêÞ êáôÜóôáóç éêáíïðïéåSSôáé ç Q ÐáñáäåSSãìáôá {X=1}X:=X+1{X=2} {X=x∧Y=y}R:=X; X:=Y; Y:=R{X=y ∧ Y=x} ÌåñéêÞ ïñèüôçôá (partial correctness): ï ôåñìáôéóìüò ôïõ ðñïãñÜììáôïò äåí åîáóöáëSSæåôáé áðü ôéò ðñïäéáãñáöÝò

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 156/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (iv)

ÐáñáäåSSãìáôá (óõíÝœåéá) ÁëçèÞò ðñïóõíèÞêç {true}C{Q} áëçèÞò ⇔ áí ôo ðñüãñáììá C ôåñìáôSSæåé, ôüôå éêáíïðïéåSSôáé ç Q ÁëçèÞò ìåôáóõíèÞêç {P}C{true} áëçèÞò ðÜíôïôå

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 157/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (v)

ÐáñáäåSSãìáôá (óõíÝœåéá) ØåõäÞò ðñïóõíèÞêç {false}C{Q} áëçèÞò ðÜíôïôå ØåõäÞò ìåôáóõíèÞêç {P}C{false} áëçèÞò ⇔ áí ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç éêáíïðïéåSS ôçí P, ôüôå ôo ðñüãñáììá C äåí ôåñìáôSSæåé

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 158/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (vi)

ÁîSSùìá ôïõ skip {P}skip{P} ÁîSSùìá ôçò áíÜèåóçò {P[E/V]}V:=E{P} ÐáñáäåSSãìáôá {42=42}X:=42{X=42} {X+1=n+1}X:=X+1{X=n+1}

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 159/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (vii)

Êáíüíáò åíäõíÜìùóçò ôçò ðñïóõíèÞêçò P ⇒ R {R}C{Q} {P}C{Q} ÐáñÜäåéãìá X=n ⇒ X+1=n+1 {X+1=n+1}X:=X+1{X=n+1} {X=n}X:=X+1{X=n+1}

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 160/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (viii)

Êáíüíáò áðïäõíÜìùóçò ôçò ìåôáóõíèÞêçò {P}C{R} R ⇒ Q {P}C{Q} Êáíüíåò óýæåõîçò êáé äéÜæåõîçò

{P_1}C{Q_1} {P_2}C{Q_2} {P_1∧P_2}C{Q_1∧Q_2} {P_1}C{Q_1} {P_2}C{Q_2} {P_1∨P_2}C{Q_1∨Q_2}

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 161/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (ix)

Êáíüíáò óýíèåôùí åíôïëþí {P}C_1{R} {R}C_2{Q} {P}C_1;C_2{Q} ÐáñÜäåéãìá {X=x ∧ Y=y}R:=X{R=x ∧ Y=y} {R=x ∧ Y=y}X:=Y{R=x ∧ X=y} {R=x ∧ X=y}Y:=R{Y=x ∧ X=y} {X=x ∧ Y=y}R:=X;X:=Y{R=x ∧ X=y} {X=x ∧ Y=y}R:=X;X:=Y;Y:=R{Y=x ∧ X=y}

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 162/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (x)

Êáíüíáò ôïõ if {P∧S}C_1{Q} {P∧¬S}C_2{Q} {P}if S then C_1 else C_2{Q} ÐáñÜäåéãìá {y¿1}if x¿0 then y:=y-1 else y:=y+1 {y¿0}

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 163/164

ÁîéùìáôéêÞ óçìáóéïëïãSSá (xi)

Êáíüíáò ôïõ while {P∧S}C{P} {P}while S do C{P∧¬S} Ç óõíèÞêç P ëÝãåôáé áíáëëïSSùôç (invariant) ÐáñÜäåéãìá

{n≥0}p:=1; i:=2;

while i≤n do (p:=p*i; i:=i+1){p=n!}

Í. Ðáðáóðýñïõ, ÈåùñSSá Ãëùóóþí Ðñïãñáììáôéóìïý ÉáíïõÜñéïò 2005 164/164