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Τι σηµαίνουν οι τύποι συναρτήσεων στην ML

• f : A → B   σηµαίνει:

– Για κάθε x ∈ A,

για κάποιο στοιχείο y = f(x) ∈ B

f(x)  =      ατέρµονη εκτέλεση

η εκτέλεση τερµατίζει εγείροντας κάποια εξαίρεσηη εκτέλεση τερµατίζει εγείροντας κάποια εξαίρεση

• Με λόγια:

“εάν η αποτίμηση f(x) τερματίσει κανονικά, τότε f(x)∈ B”

• ∆ηλαδή, η πρόσθεση δε θα εκτελεστεί σε µια έκφραση 

της µορφής f(x)+3 εάν η f(x) εγείρει κάποια εξαίρεση
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Επισηµειώσεις τύπων (type annotations)

• Γιατί int και όχι real;

• ∆ιότι ο προεπιλεγµένος τύπος (default type) του

- fun prod (a,b) = a*b;
val prod = fn : int * int -> int

αριθµητικού τελεστή * (όπως και των +, –) είναι

int * int -> int

• Αν θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση µε 

ορίσµατα τύπου real µπορούµε να βάλουµε µια 

υποσηµείωση τύπου στα συγκεκριµένα ορίσµατα
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Παράδειγµα επισηµειώσεων τύπων στην ML

• Οι επισηµειώσεις τύπων αποτελούνται από µια άνω κάτω 

τελεία και έναν τύπο και µπορούν να µπουν παντού

- fun prod (a:real,b:real):real = a*b;
val prod = fn : real * real -> real

• Όλοι τα παρακάτω ορισµοί είναι ισοδύναµοι:

fun prod (a,b):real = a * b;

fun prod (a:real,b) = a * b;

fun prod (a,b:real) = a * b;

fun prod (a,b) = (a:real) * b;

fun prod (a,b) = a * b:real;

fun prod (a,b) = (a*b):real;

fun prod ((a,b):real * real) = a*b;

4Η γλώσσα ML σε βάθος



Συναρτήσεις µετατροπής τύπων

- real 123;
val it = 123.0 : real
- floor 3.6;
val it = 3 : int
- str #"a";
val it = "a" : string

Ενσωµατωµένες συναρτήσεις µετατροπής τύπων: 

– real (int → real ),

– floor (real → int ), ceil (real → int ), 

– round (real → int ), trunc (real → int ),

– ord (char → int ), 

– chr (int → char ),

– str (char → string )
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Σύνταξη ταιριάσµατος

• Ένας κανόναςκανόναςκανόναςκανόνας έχει την παρακάτω σύνταξη στην ML:

• Ένα ταίριασµαταίριασµαταίριασµαταίριασµα αποτελείται από έναν ή περισσότερους 

κανόνες που διαχωρίζονται µεταξύ τους από ‘| ’ :

<rule> ::= < pattern> => <expression>

<match> ::= < rule> | < rule> ' | ' < match>

• Σε ένα ταίριασµα κάθε κανόνας πρέπει να έχει τον ίδιο 

τύπο µε την έκφραση (expression) στο δεξί µέρος του 

κανόνα

• Ένα ταίριασµα δεν είναι έκφραση από µόνο του, αλλά 

αποτελεί µέρος διαφόρων εκφράσεων της ML
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<match> ::= < rule> | < rule> ' | ' < match>

Εκφράσεις case

- case 1+1 of
=    3 => "three" |
=    2 => "two" |
=    _ => "hmmm...";
val it = "two" : string

• Έχουν τη σύνταξη:

• Η έκφραση case της ML είναι µια πολύ ισχυρή δοµή—και 

αντίθετα µε τις περισσότερες άλλες γλώσσες, µπορεί να 

κάνει περισσότερα από απλή σύγκριση µε σταθερές
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<case-expr> ::= case <expression> of <match>

Παράδειγµα χρήσης case

case list of
_::_::c::_ => c |
_::b::_ => b |
a::_ => a |
nil => 0 

• Η τιµή αυτής της έκφρασης είναι:

– το τρίτο στοιχείο της λίστας list , αν η λίστα έχει 

τουλάχιστον τρία στοιχεία, ή 

– το δεύτερο στοιχείο της λίστας αν έχει µόνο δύο, ή 

– το πρώτο στοιχείο της λίστας list εάν έχει µόνο ένα, ή 

– ο ακέραιος 0 εάν η λίστα list είναι κενή.

Λόγω του τελευταίου κανόνα, η λίστα πρέπει να είναι µια λίστα ακεραίων.
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Η έκφραση case είναι µια γενίκευση της if

if exp1 then exp2 else exp3

case exp1 of
true => exp2 |
false => exp3

Οι δύο παραπάνω εκφράσεις είναι ισοδύναµες

Με άλλα λόγια, η έκφραση if -then -else είναι ειδική 

περίπτωση µιας έκφρασης case
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false => exp3

Αποτίµηση “βραχυκύκλωσης” στην ML

• Οι τελεστές andalso και orelse “βραχυκυκλώνουν”

(short-circuit) στην ML:

– Εάν η έκφραση του πρώτου ορίσµατος του orelse αποτιµάται 

- true orelse 1 div 0 = 0;
val it = true : bool

– Εάν η έκφραση του πρώτου ορίσµατος του orelse αποτιµάται 

ως αληθής (true), η έκφραση του δεύτερου δεν αποτιµάται

– Παρόµοια, εάν το πρώτο όρισµα του andalso είναι ψευδές

• Με βάση το “γράµµα” της θεωρίας, δεν είναι πραγµατικοί 

τελεστές αλλά λέξεις κλειδιά

• Αυτό διότι, σε µια γλώσσα σαν την ML, όλοι οι τελεστές 

αποτιµούν πλήρως τα ορίσµατά τους
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Πολυµορφικές συναρτήσεις για λίστες

• Αναδροµική συνάρτηση που υπολογίζει το µήκος µιας 

λίστας (οποιουδήποτε τύπου)

- fun length x =
=   if null x then 0
=   else 1 + length (tl x);
val length = fn : 'a list - > int

Σηµείωση:Σηµείωση:Σηµείωση:Σηµείωση: η συνάρτηση length είναι µέρος της ML, οπότε 

ο παραπάνω ορισµός είναι περιττός
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val length = fn : 'a list - > int
- length [true,false,true];
val it = 3 : int
- length [4.0,3.0,2.0,1.0];
val it = 4 : int

Πολυµορφισµός για τύπους ισότητας

- fun length_eq x =
=   if x=[] then 0
=   else 1 + length_eq (tl x);
val length_eq = fn : ''a list -> int
- length_eq [true,false,true];
val it = 3 : int
- length_eq [4.0,3.0,2.0,1.0];
Error: operator and operand don't agree

• Μεταβλητές τύπων που αρχίζουν µε δύο αποστρόφους, όπως ο ''a , 

περιορίζονται σε τύπους ισότητας

• Η ML συµπεραίνει αυτόν τον περιορισµό διότι συγκρίναµε τη 

µεταβλητή x για ισότητα µε την κενή λίστα. Αυτό δε θα σύµβαινε 

εάν είχαµε χρησιµοποιήσει τη συνθήκη null x αντί για την x=[]
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Error: operator and operand don't agree
[equality type required]



Αποδοτικές συναρτήσεις για λίστες

• Αναστροφή µιας λίστας

fun reverse nil = nil
| reverse (x::xs) = (reverse xs) @ [x];

• Ερωτήσεις:

– Πόσο αποδοτική είναι η συνάρτηση reverse ?

– Μπορούµε να αναστρέψουµε µια λίστα µε ένα µόνο πέρασµα;
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Πιο αποδοτική συνάρτηση reverse

fun reverse xs
let

fun rev (nil, z) = z
| rev (y::ys, z) = rev (ys, y::z)

in
rev (xs, nil)

end;
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end;
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Συναρτήσεις Υψηλής Τάξης
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Η λέξη κλειδί op

• Οι δυαδικοί τελεστές είναι ειδικές συναρτήσεις

- op *;
val it = fn : int * int -> int
- quicksort ([1,4,3,2,5], op <);
val it = [1,2,3,4,5] : int list

• Οι δυαδικοί τελεστές είναι ειδικές συναρτήσεις

• Όµως µερικές φορές θέλουµε να τις χρησιµοποιήσουµε 

σαν κοινές συναρτήσεις: για παράδειγµα, να περάσουµε

τον τελεστή < σαν όρισµα τύπου int * int -> bool

• Η λέξη κλειδί op πριν από κάποιο τελεστή επιστρέφει τη 

αντίστοιχη συνάρτηση

Η γλώσσα ML σε βάθος 16



Συναρτήσεις υψηλής τάξης

• Κάθε συνάρτηση έχει µία τάξη τάξη τάξη τάξη (order):

– Μια συνάρτηση που δεν παίρνει άλλες συναρτήσεις ως 
παραµέτρους και δεν επιστρέφει ως αποτέλεσµα µια άλλη 
συνάρτηση έχει τάξη 1

– Μια συνάρτηση που παίρνει άλλες συναρτήσεις ως παραµέτρους 
ή επιστρέφει ως αποτέλεσµα µια άλλη συνάρτηση έχει τάξη n+1, 
όπου n είναι η µέγιστη τάξη των παραµέτρων της και του όπου n είναι η µέγιστη τάξη των παραµέτρων της και του 
αποτελέσµατός της

• Η συνάρτηση quicksort που µόλις είδαµε είναι 

συνάρτηση δεύτερης τάξης
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Πρακτική εξάσκηση

• Τι τάξεως είναι οι συναρτήσεις της ML µε τους 

παρακάτω τύπους;

int * int -> bool

int list * (int * int -> bool) -> int list

int - > int - > intint - > int - > int

(int -> int) * (int -> int) -> (int -> int)

int -> bool -> real -> string

• Τι µπορούµε να πούµε για την τάξη της συνάρτησης µε 

τον παρακάτω τύπο;

('a -> 'b) * ('c -> 'a) -> 'c -> 'b
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Προκαθορισµένες συναρτήσεις υψηλής τάξης

• Τρεις σηµαντικές προκαθορισµένες συναρτήσεις 

υψηλής τάξης:

1. map

2. foldr

3. foldl3. foldl

• Η foldr και η foldl είναι παρόµοιες
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Η συνάρτηση map

• Εφαρµόζει µια συνάρτηση σε κάθε στοιχείο µιας λίστας και 

επιστρέφει τα αποτελέσµατα της εφαρµογής σε µια νέα λίστα

- map ~ [1,2,3,4];
val it = [~1,~2,~3,~4] : int list
- map (fn x => x+1) [1,2,3,4];
val it = [2,3,4,5] : int list
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val it = [2,3,4,5] : int list
- map (fn x => x mod 2 = 0) [1,2,3,4];
val it = [false,true,false,true] : bool list
- map (op +) [(1,2),(3,4),(5,6)];
val it = [3,7,11] : int list
- val f = map (op +);
val f = fn : (int * int) list -> int list
- f [(1,2),(3,4)];
val it = [3,7] : int list



Η συνάρτηση foldr

• Συνδυάζει, µέσω µιας συνάρτησης, όλα τα στοιχεία µιας 

λίστας

• Παίρνει ως ορίσµατα µια συνάρτηση f, µια αρχική τιµή c, 

και µια λίστα x = [x1, …, xn] και υπολογίζει την τιµή:

( )( )( )( )LL cxfxfxfxf ,,,,

• Για παράδειγµα η κλήση:

foldr (op +) 0 [1,2,3,4]

αποτιµάται σε 1+(2+(3+(4+0)))=10
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( )( )( )( )LL cxfxfxfxf nn ,,,, 121 −

Παραδείγµατα χρήσης foldr

- foldr (op +) 0 [1,2,3,4];
val it = 10 : int
- foldr (op * ) 1 [1,2,3,4];
val it = 24 : int
- foldr (op ^) "" ["abc","def","ghi"];
val it = "abcdefghi" : string
- foldr (op ::) [5] [1,2,3,4];
val it = [1,2,3,4,5] : int list
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val it = [1,2,3,4,5] : int list
- foldr;
val it = fn : ('a * 'b -> 'b) -> 'b -> 'a list -> ' b
- foldr (op +);
val it = fn : int -> int list -> int
- foldr (op +) 0;
val it = fn : int list -> int
- val addup = foldr (op +) 0;
val addup = fn : int list -> int
- addup [1,2,3,4,5];
val it = 15 : int

Η συνάρτηση foldl

• Συνδυάζει, µέσω µιας συνάρτησης, όλα τα στοιχεία µιας 

λίστας (όπως η foldr )

• Παίρνει ως ορίσµατα µια συνάρτηση f, µια αρχική τιµή c, 

και µια λίστα x = [x1, …, xn] και υπολογίζει την τιµή:

( )( )( )( )LL cxfxfxfxf ,,,,

• Για παράδειγµα η κλήση:

foldl (op +) 0 [1,2,3,4]

αποτιµάται σε 4+(3+(2+(1+0)))=10

Σηµείωση: Σηµείωση: Σηµείωση: Σηµείωση: Η foldr αποτιµήθηκε ως 1+(2+(3+(4+0)))=10
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( )( )( )( )LL cxfxfxfxf nn ,,,, 121−

Παραδείγµατα χρήσης foldl

• Η foldl αρχίζει από αριστερά, η foldr από τα δεξιά

• Φυσικά, δεν υπάρχει κάποια διαφορά όταν η συνάρτηση 

είναι ανακλαστική και µεταβατική, όπως η + και η *

• Για άλλες συναρτήσεις όµως υπάρχει διαφορά
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- foldr (op ^) "" ["abc","def","ghi"];
val it = "abcdefghi" : string
- foldl (op ^) "" ["abc","def","ghi"];
val it = "ghidefabc" : string
- foldr (op -) 0 [1,2,3,4];
val it = ~2 : int
- foldl (op -) 0 [1,2,3,4];
val it = 2 : int



∆ηλώσεις Τύπων ∆εδοµένων
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Ορισµοί τύπων δεδοµένων

• Προκαθορισµένος τύπος, αλλά όχι πρωτόγονος στην ML

• Παραµετρικός κατασκευαστής τύπου (parametric type 

constructor) για λίστες:

datatype bool = true | false;

constructor) για λίστες:

• Ορίζεται για την ML στην ML!
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datatype 'e list = nil
| :: of 'e * 'e list

Ορισµοί τύπων δεδοµένων

• Έχουν τη γενική µορφή

• Παραδείγµατα:

– datatype color = Red | Yellow | Blue

datatype <name> = <clause> | … | <clause>
<clause> ::= <constructor> | <constructor> of <type>

– datatype color = Red | Yellow | Blue

• στοιχεία : Red, Yellow , και Blue

– datatype atom = Atm of string | Nmbr of int

• στοιχεία : Atm("a") , Atm("b") , …, Nmbr(0) , Nmbr(1) , ...

– datatype list = Nil | Cons of atom * list

• στοιχεία : Nil ,   Cons(Atm("a"),Nil) , …

Cons(Nmbr(2),Cons(Atm("ugh"),Nil)) , ...
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Ορισµοί αναδροµικών τύπων δεδοµένων

• Παράδειγµα στιγµιότυπου δένδρου

datatype ’d tree = Leaf of ’d
| Node of ’d * ’d tree * ’d tree;

Node(4, Node(3,Leaf(1),Leaf(2)),
Node(5,Leaf(6),Leaf(7)))

4

53

• Αναδροµική συνάρτηση χρήσης του τύπου δεδοµένων
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fun sum (Leaf n) = n
| sum (Node (n,t1,t2)) = n + sum(t1) + sum(t2);

7621



Αυστηρό σύστηµα τύπων

- datatype flip = Heads | Tails;
datatype flip = Heads | Tails
- fun isHeads x = (x = Heads);
val isHeads = fn : flip -> bool
- isHeads Tails;
val it = false : bool
- isHeads Mon;
Error: operator and operand don't agree [tycon mismatch]

operator domain: flip

• Η ML είναι αυστηρή σε σχέση µε τους νέους τύπους, 

ακριβώς όπως θα περιµέναµε

• Σε αντίθεση π.χ. µε τις enum δηλώσεις της C, οι 

λεπτοµέρειες της υλοποίησης δεν είναι εµφανείς στον 

προγραµµατιστή
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operator domain: flip
operand:         day

Κατασκευαστές έναντι συναρτήσεων

- datatype exint = Value of int | PlusInf | MinusInf;
datatype exint = MinusInf | PlusInf | Value of int
- PlusInf;
val it = PlusInf : exint
- MinusInf;
val it = MinusInf : exint
- Value;
val it = fn : int - > exint

• Ο Value είναι ένας κατασκευαστής δεδοµένων  µε µία 

παράµετρο: την τιµή του ακεραίου int που αποθηκεύει

• ∆είχνει σα συνάρτηση που παίρνει έναν ακέραιο (int ) 

και επιστρέφει έναν exint που περιέχει τον ακέραιο
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val it = fn : int - > exint
- Value 3;
val it = Value 3 : exint

Όµως ένας Value δεν είναι int

• Ένας Value 5 είναι ένας exint , όχι ένας ακέραιος 

- val x = Value 5;
val x = Value 5 : exint
- x + x;
Error: overloaded variable not defined at type symbo l: +

type: exint

• Ένας Value 5 είναι ένας exint , όχι ένας ακέραιος 

(int ), παρότι εµπεριέχει έναν

• Μπορούµε να ανακτήσουµε τις παραµέτρους ενός 

κατασκευαστή χρησιµοποιώντας ταίριασµα προτύπων

• Κατά συνέπεια, ο κατασκευαστής Value δεν είναι 

συνάρτηση: οι κανονικές συναρτήσεις δε µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν µε αυτόν τον τρόπο ως πρότυπα
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Κατασκευαστές και ταίριασµα προτύπων

- fun square PlusInf = PlusInf
= | square MinusInf = PlusInf
= | square (Value x) = Value (x*x);
val square = fn : exint -> exint
- square MinusInf;
val it = PlusInf : exint
- square (Value 3);
val it = Value 9 : exint

• ∆ιαχειριζόµαστε νέους τύπους δεδοµένων µε 

συναρτήσεις σαν την παραπάνω που ορίζονται µέσω 

ταιριάσµατος προτύπων

• Επειδή ένας exint είναι είτε PlusInf , ή MinusInf , ή

Value , η παραπάνω συνάρτηση είναι εξαντλητική ως 

προς το ταίριασµα προτύπων
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val it = Value 9 : exint



Χειρισµός εξαιρέσεων στην ML

• Μέσω ταιριάσµατος προτύπων µπορούµε επίσης να 

χειριστούµε εξαιρέσεις

- fun square PlusInf = PlusInf
= | square MinusInf = PlusInf
= | square (Value x) = Value (x*x)
=       handle Overflow => PlusInf;

• Θα δούµε περισσότερα για τις εξαιρέσεις στη Java
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=       handle Overflow => PlusInf;
val square = fn : exint -> exint
- square (Value 10000);
val it = Value 100000000 : exint
- square (Value 100000);
val it = PlusInf : exint

Ένα ακόµα παράδειγµα: bunch

• Ένα 'x bunch είναι είτε ένα πράγµα τύπου 'x , είτε µια 

λίστα από πράγµατα τύπου 'x

datatype 'x bunch = 
One of 'x |
Group of 'x list;

λίστα από πράγµατα τύπου 'x

• Όπως συνήθως, η ML συµπεραίνει τύπους αυτόµατα:
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- One 1.0;
val it = One 1.0 : real bunch
- Group [true,false];
val it = Group [true,false] : bool bunch

Παράδειγµα: Πολυµορφικός συµπερασµός

• Η ML µπορεί να συµπεράνει πολυµορφικούς bunch

τύπους, αλλά δεν χρειάζεται πάντα να τους επιλύσει 

πλήρως, όπως για παράδειγµα συµβαίνει όταν σε αυτούς 

περιλαµβάνονται λίστες

- fun size (One _) = 1
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- fun size (One _) = 1
= | size (Group x) = length x;
val size = fn : 'a bunch -> int
- size (One 1.0);
val it = 1 : int
- size (Group [true,false]);
val it = 2 : int

Παράδειγµα: Μη πολυµορφικός συµπερασµός

- fun sum (One x) = x
= | sum (Group xlist) = foldr op + 0 xlist;
val sum = fn : int bunch -> int
- sum (One 5);
val it = 5 : int
- sum (Group [1,2,3]);
val it = 6 : int

• Χρησιµοποιήσαµε τον τελεστή + (ως όρισµα της foldr ) 

στα στοιχεία της λίστας

• Κατά συνέπεια, η ML µπορεί να συµπεράνει ότι ο τύπος 

της παραµέτρου της συνάρτησης sum είναι int bunch
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val it = 6 : int



Αυτή ήταν η ML

• … ή τουλάχιστον, όλη η ML που θα δούµε στις διαλέξεις

• Φυσικά, υπάρχουν κάποια µέρη ακόµα:

– Εγγραφές (records) που είναι σαν τις πλειάδες αλλά έχουν πεδία 
µε ονόµατα

• π.χ. {name="Arnold", age=42} : {name : string, age : int}

– Πίνακες (arrays) µε στοιχεία που µπορούν να τροποποιηθούν– Πίνακες (arrays) µε στοιχεία που µπορούν να τροποποιηθούν

– Αναφορές (references) για τιµές που µπορούν να τροποποιηθούν

– Χειρισµός εξαιρέσεων (exception handling)

– Υποστήριξη encapsulation και απόκρυψης δεδοµένων:

• structures: συλλογές από τύπους δεδοµένων + συναρτήσεων 

• signatures: interfaces για τα structures

• functors: κάτι σα συναρτήσεις για structures, που όµως 
επιτρέπουν µεταβλητές τύπων και την ανάθεση τιµών 
(instantiation) στις παραµέτρους των structures
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Κάποια άλλα µέρη της ML

– API: the standard basis

• Προκαθορισµένες συναρτήσεις, τύποι, κ.λπ.

• Κάποιες από αυτές είναι σε structures: Int.maxInt , 
Real.Math.sqrt , List.nth , κ.λπ.

– eXene: µια βιβλιοθήκη της ML για εφαρµογές σε γραφικό 
περιβάλλον X windows

– Ο Compilation Manager για διαχείριση µεγαλύτερων projects– Ο Compilation Manager για διαχείριση µεγαλύτερων projects

• Άλλες διάλεκτοι της ML

– Objective Caml (OCaml)

– Η επέκταση της ML για ταυτοχρονισµό (Concurrent ML – CML)
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Συµπερασµατικά για τις συναρτησιακές γλώσσες

• Η ML είναι η µόνη γλώσσα που θα εξετάσουµε από τις 

συναρτησιακές γλώσσες προγραµµατισµού

• Σε αυτό το είδος προγραµµατισµού, η εκτέλεση γίνεται 

µέσω αποτίµησης εκφράσεων και ταιριάσµατος προτύπων

• Εάν σας αρέσει αυτό το στυλ προγραµµατισµού, • Εάν σας αρέσει αυτό το στυλ προγραµµατισµού, 

υπάρχουν και άλλες γλώσσες για εξερεύνηση, όπως η 

Lisp, η Scheme, η Haskell, η Clean και η Erlang
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