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*��+'����� ��(��
��������� 	
�����

-<2 = ,�
��� '�� ��
��� �� ����
��

�����������+ �� '�� �+��� �����


->2 = ,�
��� '�� ���� ����� �+��� �����


∴ -?2 = ,�
��� �� �+��� �����
 � '� �� �+���

�
�� �����������+

-<2 ∀t. (t > n ∧M(t) → ∃t′. (t′ < t ∧ Π(t′)))

->2 ¬(∃t. (t ≤ n ∧ Π(t)))

∴ -?2 ∃t. (t > n ∧ Π(t)) ∨ ¬(∃t. (t > n ∧M(t)))

3�+(
��� ��
��
���)))
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*��+'����� -
�������2

-<2 = ,�
��� '�� ��
��� �� ����
��

�����������+ �� '�� �+��� �����


->2 = ,�
��� '�� ���� ����� �+��� �����


∴ -?2 = ,�
��� �� �+��� �����
 � '� �� �+���

�
�� �����������+

-<2 �(M → ·♦Π)

->2 ¬(Π ∨ ·♦Π)

∴ -?2 ♦Π ∨ ¬♦M

������� ������

� 	 
���
 ��� ������

♦ 	 ��
��� ��� ������

·♦ 	 ��
��� ��� 
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@���� (P,O)A ��
�

P B 
��
	
 ��
����� ��
�+
���

O B 
��
	
 ��	�
���A �+�� ���� ����


����������
 ������ ��	
������

*��+'�����B ��
��
����� 	
��
���

O = {∧,∨,¬,→,≡, true , false }
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $ �!"
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*���+'�� (P, T, V,O,Q)A ��
�

P B 
��
	
 �����
���+���A �+�� ��� ����


����������
 ������ 
��
�+���

V ⊆ T B 
��
	� ����C	���� ��� ����

O B 
��
	
 ��	�
���A �+�� ���� ����


����������
 ������ ��	
������

Q B 
��
	
 �


'������

*��+'�����B �����
��������� 	
��
���

O = {∧,∨,¬,→,≡, true , false }
Q = { ∀,∃ }

�� ���������	
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*�
�+
��� ���� �����
��������� �	�

�� L

D� p ∈ P �� ������ 
��
�+��� n ���

t1, . . . , tn ∈ T A ���� p(t1, . . . , tn) ∈ L

D� o ∈ O �� ������ ��	
������ n ���

A1, . . . , AN ∈ LA ���� o(A1, . . . , An) ∈ L

D� q ∈ QA x ∈ V ��� A ∈ LA ���� q x.A ∈ L

*��+'����� ��� �
� �����
�������� 	
��
��

∀x. (prime(x) → ∃y. (y > x ∧ prime(y)))

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� & �!"

 !������� ���	
 ���

*�
��
����� �	�

��B (M,D,F )

M B 
��
	
 ����� �	������A |M |≥ 2

DB 
��
	
 �	���� �����A D ⊂M A D 
= ∅

F B 
���
�� ��	�
���

F = { fo | o ∈ O } ��
� fo : Mno →M

*��+'�����B �	�

��� ��
��
���� 	
����

M = { t, f } D = { t } F ���
��

�� ���������	
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���� ��������������� ���������� ���� �� �!"

 !������� ���	
 ����

D�+��
� a : P →M

E������� m

��� 
�
���� ����� (M,D,F )

��� ��+��
� a

8�� �+�� �����
� A ∈ L 
��F
��� [[A ]]m : M

[[p ]]m = a(p)

[[o(A1, . . . , An)]]m = fo([[A1 ]]m, . . . , [[An ]]m)

8�+(
��� m � A ���� [[A ]]m ∈ D

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �� �!"

 !������� ���	
 �����

,����
��������� �	�

��B (M,D,F,G)

M,D,F B ���� ����

GB 
���
�� �


'������

G = { gq | q ∈ Q } ��
� gq : P(M) →M

*��+'�����B �	�

��� �����
�������� 	
����

G = { g∀, g∃ }

g∀(S) =

{
f , �� f ∈ S

t , �		���

g∃(S) =

{
t , �� t ∈ S

f , �		���

�� ���������	
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���� ��������������� ���������� ���� �� �!"



 !������� ���	
 ����

D�+��
� (a, I)

�� t ∈ T ���� a(t) ∈ I

�� p ∈ P ��� '������ n 
��
����A ����

a(p) : In →M

8�+(
��� a ∼x a
′ ���� 
� �����
��� a ��� a′


��(��
�� 
� �	�� ��� �����A ����� �������

��� ���� �
� ������
�� 
�� ����C	��� x)

D� t ∈ T ��� � ����C	��� x '�� �����

�	������ 
�
 tA ���� a(t) = a′(t)

D� p ∈ P A ���� a(p) = a′(p)

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �# �!"

 !������� ���	
 ���

E������� m

��� 
�
���� ����� (M,D,F,G)

��� ��+��
� (a, I)

8�+(
��� m ∼x m
′ ���� ��� ��� �����
��� a

��� a′ ��� m ��� m′ ����
�
��� �
���� a ∼x a
′)

8�� �+�� �����
� A ∈ L 
��F
��� [[A ]]m : M

[[p(t1, . . . , tn)]]m = a(p)(a(t1), . . . , a(tn))

[[o(A1, . . . , An)]]m = fo([[A1 ]]m, . . . , [[An ]]m)

[[q x.A ]]m = gq({ [[A ]]m′ | m ∼x m
′ })

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �" �!"
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�
�� ���

=��
���B �∈ P(L) × L

�� A ∈ ΓA ���� Γ � A 
������	�G�

�� Γ � AA ���� Γ,∆ � A �
�
�
���

�� Γ � C ��� ∆, C � AA

���� Γ,∆ � A �
�� H .�5

E�'��(��
�
�� �'�������

�� Γ � AA ���� ��+���� ������
���

Γ′ ⊆ Γ �
�� Γ′ � A 
������

�� Γ � A ��� σ ��� �������+
��
�A

���� σ(Γ) � σ(A) �������+
��
�

�� ���������	
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �� �!"

 ������ �!
�"�
�
�� ����

E�'��(��
�
�� �'������� -
�������2

�� Γ � A→ BA ���� ��� ���


���� Γ, A � B 
���������

���
� ���������B ��� ��� 
�
���� ����� MA


��F
��� Γ |=M A ���� ��� �+�� ��+��
� aA

���
�� �
�� ��� �+�� B ∈ Γ �� �
����

(M, a) � BA �
���� (M, a) � A

=� 
��
��� ��������� ����� 
��
��� 
����������

I���
�
�
�� ��� �������+
��
�A �����+ ����

��� �� 
������ ��� �� 
���������

�� ���������	
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��C
	�
�
�

D�
'������ ���+ "1/J7 5HK 7L7

M�
��� 
������
�� -4%5� %/ &7&�.51#42

N
��
��� ��
	
������ -07O�745 .%/.�/�02

�� ���������	
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���� ��������������� ���������� ���� �$ �!"

���% &�'()*+,-*).) ���

,	�

��� ��
��
���� 	
����

A1 : A→ (B → A)

A2 : (A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))

A3 : (¬A→ ¬B) → (B → A)

R1 : A A→ B
B

������ ������	

S1 : A ∧B ≡ ¬(A→ ¬B)

S2 : A ∨B ≡ ¬A→ B

S3 : false ≡ ¬(A→ A)

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �% �!"

���% &�'()*+,-*).) ����

,	�

��� �����
�������� 	
����

A4 : (∀x. A) → A

A5 : (∀x. A(x)) → A(t)

�� �
 t ����� �	�����
 ��� �
 x 
�
 A(x)

A6 : ∀x. ((A→ B) → (A→ ∀x. B))

�� �
 x '�� ����� �	�����
 
�
 A(x)

R2 : A
∀x. A �
�����
�������	

S4 : ∃x. A ≡ ¬(∀x. ¬A)

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �& �!"

/0+1*0' 2)213+�45 ���

,	�

��� ��
��
���� 	
����

A B
A ∧B �∧i	

A ∧B
A

�∧e1	

A ∧ B
B

�∧e2	

A
A ∨B �∨i1	

B
A ∨ B �∨i2	

A ∨B

A

���

C

B

���

C

C

�∨e	

A

���

B

A→ B

�→i	

�� ���������	
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �� �!"



/0+1*0' 2)213+�45 ����

,	�

��� ��
��
���� 	
���� -
�������2

A A→ B
B

�→e	

false

A

�⊥e	

A

���

false

¬A �¬i	

A ¬A
false

�¬e	

¬¬A
A

�¬¬	

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �� �!"

/0+1*0' 2)213+�45 �����

,	�

��� �����
�������� 	
����

y

���

A(y)

∀x. A(x)
∀i

∃x. A(x)

y A(y)
���

B

B
∃e


� �� y ��� ���
� �������� ��� 

� �
 ������

∀x. A(x)

A(t)
∀e

A(t)

∃x. A(x)
∃i

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �� �!"

6)71)5+ 30'31'18 ���

,	�

��� ��
��
���� 	
����

Γ � A ∆ � B
Γ,∆ � A ∧ B �∧i	

Γ � A ∧B
Γ � A �∧e1	

Γ � A ∧B
Γ � B �∧e2	

Γ � A
Γ � A ∨ B �∨i1	

Γ � B
Γ � A ∨B �∨i2	

Γ � A ∨ B ∆, A � C E,B � C
Γ,∆, E � C �∨e	

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �# �!"

6)71)5+ 30'31'18 ����

,	�

��� ��
��
���� 	
���� -
�������2

Γ, A � B
Γ � A→ B

�→i	

Γ � A ∆ � A→ B
Γ,∆ � B �→e	

Γ � false

Γ � A �⊥e	

Γ, A � false

Γ � ¬A �¬i	

Γ � A ∆ � ¬A
Γ,∆ � false

�¬e	

Γ � ¬¬A
Γ � A �¬¬	

*������
�B '���
������ 	
����

���� � �	�

���A ����� �
� ������ ¬¬

'�� ��
��� �� ��
'������ �)�) ��� � A ∨ ¬A

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �" �!"



6)71)5+ 30'31'18 �����

,	�

��� �����
�������� 	
����

Γ � A(y)

Γ � ∀x. A(x)

�∀i	

Γ � ∀x. A(x)

Γ � A(t)

�∀e	


� �� y ��� ���
� �������� ��
 Γ, A(x)

Γ � A(t)

Γ � ∃x. A(x)

�∃i	

Γ � ∃x. A(x) ∆, A(y) � B
Γ,∆ � B �∃e	


� �� y ��� ���
� �������� ��
 Γ, A(x), B

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �� �!"

 !
�"��� ��� "��������

�� '�'
���
 ��� 
�
���� ����� MA '�	�'�

��� 
���
�� ��� �� �	�

� ��� 	
�����

�������� � ������ |=M

�� Γ � AA ���� Γ |=M A

*	������� � ������ |=M

�� Γ |=M AA ���� Γ � A

P 
������� 
������ ��
'��������� ���
	�A ��

������� �+�� 
�
�� ��
'������
�� �������

P �	������� 
������ ��
'��������� �����+

��
 '�
�
	�A �� '��(
�����
� ���
� ��������

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �! �!"

λ9��
����� ���

Q/#40# �R� .RA ����� '�������� <S?T

������ ��� �� ����	��
� ��� �����������

D�	� �		+ �	���� ��
	
��
���� �
���	


U+
� ��� �� '���
����� �
�


������
���
� �
���	
� ��
��������
�
�

*��
(
�
� 
��C
	�
��� ��� ��� �������(�

��� 
���
�
	
���� �	�

�� ��
��������
�
�

D����� �
�(�B ����� ���
��

*���		���� �� ���
�� ��
�+����� ��������

-��  !A �R� .RA �)	�)2

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �$ �!"

λ9��
����� ���

3���
������ �������(�B ��� ������ 
������
���

x ����C	���

F A �(���
��

λx.E[x] �(����
�

D� x ����� ��� ����C	��� ��� E[x] ��� ��(��
�

�
� �������� �
 xA ���� λx.E[x] ����� �


��+���
� f A ��
� f(x) = E[x]

*��+'�����B λx. x2 − 3x+ 2

(λx. x2 − 3x+ 2) 8 = 82 − 3 · 8 + 2 = 42

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �% �!"



λ9��
����� ����

����C	���� �	������� ��� '�
��������

λx. x2 − 3y + 2

(λx. x2 − 3y + 2) (4x + 1)

D�+	
�
 
�� ���������+B

∫ π

−π

sinx+ cos y

cosx− sin y
dx

D������+
��
� ����C	���� �� ��(��
�

(λx. x2 − 3y + 2)[y := z + 1]

≡ λx. x2 − 3(z + 1) + 2

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �& �!"

λ9��
����� �����

D������+
��
� -
�������2

D�
(��� ��
C	��+���

∫ π

−π

sinx+ cos y

cosx− sin y
dx

V�� 
� '�
�������� ����C	����W∫ π

−π

sin 42 + cos y

cos 42 − sin y
d42

X� ��� ��
��	�� '�
���
� ����C	����W∫ π

−π

sinx+ cos(3x+ 1)

cosx− sin(3x+ 1)
dx

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� #� �!"

λ9��
����� ����� ��"�!� ���

�������B x ∈ V ��� M,N ∈ Λ

M,N ::= x | (λx.M) | (M N)

����������� 
��C+
���

=� ���������� �������
��� '� ��+(
����

P �(���
�� ����� ���
���+ ��

������
����

P �(����
� ���������� �

 ����� '������

���
� ����������B M ≡ N
x ≡ y �� x = y

(M N) ≡ (P Q) �� M ≡ P ��� N ≡ Q

(λx.M) ≡ (λy.N) �� x = y ��� M ≡ N

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� #� �!"

λ9��
����� ����� ��"�!� ����

E	������� ����C	����

FV(x) = {x }
FV(M N) = FV(M) ∪ FV(N)

FV(λx.M) = FV(M) − {x }

,	��
�
� ��
� -./#07& 57 :0 � .#:J14%5# 02

I ≡ λx. x

K ≡ λx. λy. x

K∗ ≡ λx. λy. y

S ≡ λx. λy. λz. (x z) (y z)

�� ���������	
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D������+
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�

x[x := N ] ≡ N

y[x := N ] ≡ y �� y 
= x

(P Q)[x := N ] ≡ P [x := N ]Q[x := N ]

(λx. P )[x := N ] ≡ λx. P

(λy. P )[x := N ] ≡ λy. P [x := N ]

�� y 
= xA ��� (y 
∈ FV(N) � x 
∈ FV(P ))

(λy. P )[x := N ] ≡ λz. P [y := z][x := N ]

�� y 
= xA ��� y ∈ FV(N) ��� x ∈ FV(P )A

��
� z 
∈ FV(P ) ∪ FV(N)
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���C���� 
��
���

M ∼ N ⇒ (M P ) ∼ (N P )

M ∼ N ⇒ (P M) ∼ (P N)

M ∼ N ⇒ (λx.M) ∼ (λx.N)

������
��� →α,→β,→ηB 
� �	+��
���


��C���� 
��
��� �
� �	��
�� �� �����+��

λx.M →α λy.M [x := y] y 
∈ FV(M)

(λx.M)N →β M [x := N ]

λx.M x →η M x 
∈ FV(M)
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D������� ��� �
������ -�	��
��
 ��� →2

� ����	�
���� Y ����C�����

= ����	�
���� Y ����C����� Y 
���������

,��
���� �
�(�

��
� N ����� β ��� η� 7&7Z

,��
���
�
��
��
� ��
�

��
� M �� M � N ��� N ���
���� �
�(�

I
���+ ���
���
�
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� ��
�
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���� ������
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���� �
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���� ��������������� ���������� ���� #� �!"

λ9��
����� ����� ��"�!� ����

*���'�������

M1 ≡ λz. (λf. λx. f z x) (λy. y)

Ω ≡ (λx. x x) (λx. x x)

M2 ≡ (λx. x x y) (λx. x x y)

M3 ≡ (λz. y) ((λx. x x) (λx. x x))

I
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����� �
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D� 
 ��
� M ∈ Λ ����� 
� ���
���� �
�(� ���

�
���� M � N ��� �+�
�
� ��
 N ∈ ΛA ����

M =α N )
�� ���������	
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\
�� M,N1, N2 ∈ Λ

�)�) M � N1 ��� M � N2)

]��� ��+���� N ∈ Λ

�)�) N1 � N ��� N2 � N )

M

N1

��

N2

��

N
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D� 
 ��
� M ���� ���
���� �
�(�A ���� �

������
�� �
� ���
�������
�  7&7Z 
'���� 
�

�����

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� #$ �!"

λ9��
����� ����� ��"�!� ������

]�	�
��� 
�����
� 
����
�B F (Y F ) = Y F

Y ≡ λf. (λx. f (xx)) (λx. f (xx))

9��
������ ��� ��� ������+
��
�

���'�
����� 
������
���
F ≡ λf. λn. if n = 0 then 1 else n · f(n− 1)

M ≡ Y F �����
�����

M 2 ≡ Y F 2 = F (Y F ) 2

= if 2 = 0 then 1 else 2 · (Y F )(2 − 1)

= 2 · Y F 1 = 2 · F (Y F ) 1 = . . .

�� ���������	
 ��
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���� ��������������� ���������� ���� #% �!"

:�;������� #�
��� ���

N
����� �����

true ≡ λx. λy. x

false ≡ λx. λy. y

not ≡ λz. z false true

cond ≡ λz. λx. λy. z x y

if B then N else M ≡ condBN M

�� ���������	
 ��
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���� ��������������� ���������� ���� #& �!"

:�;������� #�
��� ����

3����������� F����

pair ≡ λx. λy. λz. z x y

〈N,M〉 ≡ pairN M

fst ≡ λz. z true

snd ≡ λz. z false

�� ���������	
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� �R� .R2

cn ≡ λf. λx. fn(x)

F 0(A) ≡ A

F n+1(A) ≡ F (F n(A))

succ ≡ λn. λf. λx. n f (f x)

A+ ≡ λn. λm. λf. λx. n f (mf x)

A∗ ≡ λn. λm. λf. n (mf)

Aexp ≡ λn. λm.mn

�� ���������	
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��������� ������� Types and Programming Languages� �����

������ �����B �	+'
� ��� �����������A ���
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I

�
�(�
��� ��  !�"#$% &B ����
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����

������ ������� ����� ��� ������� ��
'������
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if 
������ then 42 else 
(+	��

�(+	���� ����� ���+ ��� ����	�
�

- �4�51:7 5!;7 7  # 02

D
(+	��� ���� �	�

�� ��
��������
�
�

⇔ �������� �
� 
�
�����
� �����
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<������ ��"�� ���

������� -��(�+
���2

e ::= n | − e | e1 + e2 | . . .
| true | false | ¬e | e1 ∧ e2 | . . .
| e1 < e2 | if e then e1 else e2 | . . .

N���
������ 
���
�
	
��� -#;7 %51#4%/ 07:%451.02

���
� ���+C�
�� s −→ s′ ������

����
�+
��� ���� �(�������� �������

8�� ��� �����+�� �	�

� ��(�+
���B

s ::= e

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� "! �!"

<������ ��"�� ����

D�
����
�

if true then (15 + 27) else (3 + 4)

−→ 15 + 27 −→ 42

�� �
�� 
���+ ���
���� 
� ��+����`

���� 
�����+ � ��
����
�`

]����

v ::= n | true | false

�� ���������	
 ��
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���� ��������������� ���������� ���� "$ �!"
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D� � �+�
�
� ��	�
��� �� ��� ��	
����
A

���� [[ � ]] : v → v ����� � 
���
�� �
�

�)�) [[¬ ]](true) = false

D� ◦ �+�
�
� ��	�
��� �� '�
 ��	
�����A

���� [[ ◦ ]] : v × v → v ����� � 
���
�� �
�

�)�) [[ + ]](15, 27) = 42

�� ���������	
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N���
������ 
���
�
	
���

�v −→ [[ � ]](v) if true then e1 else e2 −→ e1

v1 ◦ v2 −→ [[ ◦ ]](v1, v2) if false then e1 else e2 −→ e2

e −→ e′

�e −→ �e′
e1 −→ e′1

e1 ◦ e2 −→ e′1 ◦ e2

e2 −→ e′2
v1 ◦ e2 −→ v1 ◦ e′2

e −→ e′

if e then e1 else e2 −→ if e′ then e1 else e2

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� "& �!"
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N���
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������� ����������
����� ��
����
��B

D� e −→ e′ ��� e −→ e′′ ���� e′ ≡ e′′

=��
���B e ����� ���
���� �
�(� ���� '��

��+���� e′ ���
�� �
�� e −→ e′

�������B �+�� ���� ����� ���
���� �
�(�

V�� ����
��
(�W if 1 then true else false

=��
���B e ����� �
		����� �� �����

���
���� �
�(� ����� �� ����� ����

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �� �!"
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��� -
�������2

=��
���B −→∗ ����� �
 ����	�
���� ���

����C����� �	��
��
 ��� −→

������� �
��'�������� ���
����� �
�(��B

D� e −→∗ u ��� e −→∗ u′A ��
� u, u′

���
����� �
�(��A ���� u ≡ u′
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�� -4# :%/1_%51#42

� �������
�
�B ��� �+�� e ��+����

���
���� �
�(� u ���
�� �
�� e −→∗ u
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�
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� �����B ��
(���
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������� -���
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τ ::= Int | Bool

,������ ����� e : τ

n : Int true : Bool false : Bool

e1 : Int e2 : Int

e1 + e2 : Int

e1 : Int e2 : Int

e1 < e2 : Bool

e : Int
−e : Int

e1 : Bool e2 : Bool

e1 ∧ e2 : Bool

e : Bool
¬e : Bool

e : Bool e1 : τ e2 : τ

if e then e1 else e2 : τ
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*�������� ����� -5!;14L &7 16%51#402

true : Bool
15 : Int 27 : Int

15 + 27 : Int
3 : Int 4 : Int

3 + 4 : Int
if true then (15 + 27) else (3 + 4) : Int

I'������� �
� 
�
�����
� �����

������� �
��'�������� �����

������� �
��'�������� ���������

N���� ����
��
(�� -1467 01#4 /7::%2B

���
'
� ����
����� ��������� ���
�A �)�)

� �� e1 < e2 : τ ���� τ = BoolA

e1 : Int ��� e2 : Int

�� ���������	
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D� e : τ ���� ���� e ����� ����A ���� ��+����

e′ ���
�
 �
�� e −→ e′

������� '������
�� -; 707 6%51#42B

D� e : τ ��� e −→ e′ ���� e′ : τ

D
(+	��� a *��
'
� Y 3������
�

D� � ��(��
� e ���� ���
A � ��
����
� ���

'�� ��
��� �� �
		�
��

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �" �!"
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 ���

λ�	
��
��� �� ��	
�� ���
��

������� -���
�A ��(�+
���A �����2

τ ::= . . . | τ1 → τ2
e ::= . . . | x | λx : τ. e | e1 e2

v ::= . . . | λx : τ. e

N���
������ 
���
�
	
���B .%// J! 6%/�7
e1 −→ e′1

e1 e2 −→ e′1 e2

e2 −→ e′2
v1 e2 −→ v1 e

′
2

(λx : τ. e) v −→ e[x := v]

�� ���������	
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N���
������ 
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�
	
���B .%// J! 4%:7

e1 −→ e′1
e1 e2 −→ e′1 e2

(λx : τ. e) e′ −→ e[x := e′]

*���C+		
��� ����� ΓB 
��
	� F����� (x, τ)

,������ ����� Γ � e : τ

(x, τ) ∈ Γ

Γ � x : τ

Γ, x : τ � e : τ ′

Γ � λx : τ. e : τ → τ ′

Γ � e1 : τ → τ ′ Γ � e2 : τ

Γ � e1 e2 : τ ′

�� ���������	
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D� ∅ � e : τ ���� ���� e ����� ����A ����

��+���� e′ ���
�
 �
�� e −→ e′

������� '������
�� -; 707 6%51#42B

D� Γ � e : τ ��� e −→ e′ ���� Γ � e′ : τ

�� ���������	
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]��
� �
�+'�� Unit -��C	) ���� 
�� �2

������� -���
�A ��(�+
���A �����2
τ ::= . . . | Unit

e ::= . . . | unit | e1; e2

v ::= . . . | unit

N���
������ 
���
�
	
���

unit ; e −→ e
e1 −→ e′1

e1; e2 −→ e′1; e2

�� ���������	
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,������ �����

Γ � unit : Unit
Γ � e1 : Unit Γ � e2 : τ

Γ � e1; e2 : τ

b!45%.51. 0�L% B 
� 
���
�
	
��� .%//�J!�6%/�7A

� ��
	
������ ��
����
� ��
��� �� 
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��� ��

���������� �
�(� -&7 167& c# :2

e1; e2 ≡ (λx : Unit. e2) e1 �� x 
∈ FV(e2)
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������� -��(�+
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e ::= . . . | let x = e1 in e2

N���
������ 
���
�
	
���B .%// J! 6%/�7

e1 −→ e′1
let x = e1 in e2 −→ let x = e′1 in e2

let x = v in e −→ e[x := v]

N���
������ 
���
�
	
���B .%// J! 4%:7

let x = e1 in e2 −→ e2[x := e1]
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,������ �����

Γ � e1 : τ ′ Γ, x : τ ′ � e2 : τ

Γ � let x = e1 in e2 : τ

b!45%.51. 0�L% B � '
�� /75 ��
��� �� 
��
���

�� ���������� �
�(�A ��� ��� ��
e����
� ���

� 
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�
	
��� ��� -.%// J! 6%/�7 H .%// J! 4%:72


��(���� �� ���� ��� 
������
���

let x = e1 in e2 ≡ (λx : τ ′. e2) e1

P ���	
�(� ��� ���� ������� C+
�� ���

��������� �����A ��
������
� �� C����� �
 τ ′

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !� �!"

@��
� ���

������� -���
�A ��(�+
���2

τ ::= . . . | τ1 × τ2
e ::= . . . | 〈e1, e2〉 | fst e | snd e

]����B ������� F����

v ::= . . . | 〈v1, v2〉

N���
������ 
���
�
	
���B ������� F����

fst 〈v1, v2〉 −→ v1 snd 〈v1, v2〉 −→ v2

e −→ e′

fst e −→ fst e′
e −→ e′

snd e −→ snd e′

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !� �!"

@��
� ����

N���
������ 
���
�
	
��� -
�������2

e1 −→ e′1
〈e1, e2〉 −→ 〈e′1, e2〉

e2 −→ e′2
〈v1, e2〉 −→ 〈v1, e

′
2〉

]����B 
����+ F����

v ::= . . . | 〈e1, e2〉

N���
������ 
���
�
	
���B 
����+ F����
fst 〈e1, e2〉 −→ e1 snd 〈e1, e2〉 −→ e2

e −→ e′

fst e −→ fst e′
e −→ e′

snd e −→ snd e′

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !# �!"

@��
� �����

,������ �����

Γ � e1 : τ1 Γ � e2 : τ2
Γ � 〈e1, e2〉 : τ1 × τ2

Γ � e : τ1 × τ2
Γ � fst e : τ1

Γ � e : τ1 × τ2
Γ � snd e : τ2

E����+
��� ��� F�����

*	��+'�� -5�;/702 〈e1, . . . , en〉

E����(�� - 7.# &02 〈x1=e1, . . . , xn=en〉

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !" �!"



?��������� ���

������� -���
�A ��(�+
���2

τ ::= . . . | τ1 + τ2
e ::= . . . | inl e | inr e | [e1, e2]

]����B ������� ���
�
����

v ::= . . . | inl v | inr v | [v1, v2]

N���
������ 
���
�
	
���B ������� ���
�
����

[v1, v2] (inl v) −→ v1 v [v1, v2] (inr v) −→ v2 v

e −→ e′

inl e −→ inl e′
e −→ e′

inr e −→ inr e′

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !� �!"

?��������� ����

N���
������ 
���
�
	
��� -
�������2
e1 −→ e′1

[e1, e2] −→ [e′1, e2]

e2 −→ e′2
[v1, e2] −→ [v1, e

′
2]

]����B 
����+ ���
�
����
v ::= . . . | inl e | inr e | [e1, e2]

N���
������ 
���
�
	
���B 
����+ ���
�
����

[e1, e2] (inl e) −→ e1 e [e1, e2] (inr e) −→ e2 e

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !! �!"

?��������� �����

,������ �����

Γ � e : τ1
Γ � inl e : τ1 + τ2

Γ � e : τ2
Γ � inr e : τ1 + τ2

Γ � e1 : τ1 → τ Γ � e2 : τ2 → τ

Γ � [e1, e2] : (τ1 + τ2) → τ

D��
�
���� ��� �
��'������� �����

E����+
��� ��� ���
�
�+���

*���		���� -6% 1%4502

E��
��� -�41#402A ��������
��� -74�:7 %51#402

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !$ �!"

?
�#���� ���

������� -��(�+
���2

e ::= . . . | fix e

N���
������ 
���
�
	
���B .%// J! 6%/�7

fix (λx : τ. e) −→ e[x := fix (λx : τ. e)]

e −→ e′

fix e −→ fix e′

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !% �!"



?
�#���� ����

N���
������ 
���
�
	
���B .%// J! 4%:7

fix e −→ e (fix e)

,������ �����

Γ � e : τ → τ
Γ � fix e : τ

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� !& �!"

?
�#���� �����

*��+'�����B .%// J! 6%/�7

p ≡ fix (λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 1 then 1 elsen ∗ f (n− 1))

p 3 −→ (λn : Int. if n ≤ 1 then 1 elsen ∗ p (n− 1)) 3

−→ if 3 ≤ 1 then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ if false then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ 3 ∗ p (3 − 1)

−→ 3 ∗ p 2

−→∗ . . .

−→ 3 ∗ (2 ∗ 1) −→ . . . −→ 6

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $� �!"

?
�#���� ����

*��+'�����B .%// J! 4%:7

p ≡ fix (λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 1 then 1 elsen ∗ f (n− 1))

p 3 −→ (λf : Int → Int. λn : Int.

if n ≤ 1 then 1 elsen ∗ f (n− 1)) p 3

−→ (λn : Int. if n ≤ 1 then 1 elsen ∗ p (n− 1)) 3

−→ if 3 ≤ 1 then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ if false then 1 else 3 ∗ p (3 − 1)

−→ 3 ∗ p (3 − 1)

−→ . . .

−→ 3 ∗ ((3 − 1) ∗ (3 − 1 − 1)) −→ . . . −→ 6

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $� �!"

?
�#���� ���

D��'�
�� ��� ������� ���
���
�
��
��

ω ≡ fix (λx : Int. x)

D�
����
�B .%// J! 6%/�7

ω −→ fix (λx : Int. x) ≡ ω

−→ . . .

D�
����
�B .%// J! 4%:7

ω −→ fix (λx : Int. x)

−→ (λx : Int. x)ω

−→ ω

−→ . . .

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $� �!"



?
�#���� ����

E��
	����� 
������B '
�� /75 7.

������� -��(�+
���2

e ::= . . . | letrec x = e1 in e2

,������ �����

Γ, x : τ ′ � e1 : τ ′ Γ, x : τ ′ � e2 : τ

Γ � letrec x = e1 in e2 : τ

*��������� �
�(�

letrec x = e1 in e2 ≡
let x = fix (λx : τ ′. e1) in e2

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $# �!"

?
�;���� ���

*�

�������� ��
��������
���B

����C	���� ��� ��+��
�

�����B D��(
��� - 7c7 74.702 � '������ -;#1457 02

������� -���
�A ��(�+
���2
τ ::= . . . | Ref τ

e ::= . . . | ref e | !e | e1 := e2

3�
���
� -%//#.%51#42A ��
'����
'���
�

-&7 7c7 74.14L2 ��� 
�������� -%/1%014L2

��		
�� 
�
���'��� -L% J%L7 .#//7.51#42

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $" �!"

?
�;���� ����

,������ �����

Γ � e : τ
Γ � ref e : Ref τ

Γ � e : Ref τ
Γ � !e : τ

Γ � e1 : Ref τ Γ � e2 : τ

Γ � e1 := e2 : Unit

*��+'�����B .%// J! 6%/�7

let r = ref 6 in !r ∗ (r :=!r + 1; !r)

D�
����
�B ���+		�	�� ����� ��� ���(
���A

�		��� 
�
� 
��
�� ��� ����
�+
���

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $� �!"

?
�;���� �����

��
��� ������ -/#.%51#402 lociA ��
� i ∈ N

������ m : N ⇀ vA ������� -;% 51%/2 
������
���

������� -�����A ��(�+
���A ����
�+
���2

v ::= . . . | loci

e ::= . . . | ref e | !e | e1 := e2 | loci

s ::= (e,m)

N���
������ 
���
�
	
���

,+�� ��+���� 
���
�
	
����� ������� ���

�
�(�� e −→ e′ ������ �� ���������� 
��

��� �
�(� (e,m) −→ (e′,m′)

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $! �!"



?
�;���� ����

N���
������ 
���
�
	
��� -
�������2

(e,m) −→ (e′,m′)
(!e,m) −→ (!e′,m′)

m(i) = v

(!loci,m) −→ (v,m)

(e1,m) −→ (e′1,m
′)

(e1 := e2,m) −→ (e′1 := e2,m
′)

(e2,m) −→ (e′2,m
′)

(v1 := e2,m) −→ (v1 := e′2,m
′)

(loci := v,m) −→ (unit ,m{i �→ v})

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $$ �!"

?
�;���� ���

N���
������ 
���
�
	
��� -
�������2
(e,m) −→ (e′,m′)

(ref e,m) −→ (ref e′,m′)

j = max(dom(m)) + 1

(ref v,m) −→ (locj,m{j �→ v})

P �(������� ������ �
� ���
��
�
������


�� 	���
������ 
���
�
	
��� '�� �+���


�		
�� 
�
���'���

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $% �!"

?
�;���� ����

,������ ����� -
�������2

3�� ��+���� ������� ����� ��� loci

3� ����+F���� 
�
� �	����� �����A �����

'�� �������
���� loci 
�� ��
��+�����

9���+F���� ���� ��� �� ��	��� ���

�'�
����� ��� �	�

��

]��
� ������ M : N ⇀ τ A ������� 
������
���

E�����
� 
��
�� ����� Γ;M � e : τ

M(i) = τ

Γ;M � loci : Ref τ

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� $& �!"

?
�;���� �����

I'������� �
� 
�
�����
� �����

=��
���B Γ � m : M ����

dom(m) = dom(M) ��� ��� �+��

i ∈ dom(m) �
���� Γ;M � m(i) : M(i)

������� ��
�'
� -; #L 7002B

D� ∅;M � e : τ ���� ���� e ����� ����A ����

��� �+�� m ���
�
 �
�� ∅ � m : M ��+����

(e′,m′) ���
�
 �
�� (e,m) −→ (e′,m′)

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %� �!"



?
�;���� ������

I'������� �
� 
�
�����
� ����� -
�������2

������� '������
�� -; 707 6%51#42B

D� Γ;M � e : τ A

Γ � m : M ���

(e,m) −→ (e′,m′)A

���� ��+���� �+�
�
 M ′ ���
�
 �
��

M ⊆M ′

Γ � m′ : M ′ ���

Γ;M ′ � e′ : τ

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %� �!"

:$�������� ���

*��C	�G� ����������� �������
��� -7Z.7;51#402

������� -��(�+
���2

e ::= . . . | abort

N���
������ 
���
�
	
��� -.%// J! 6%/�72

abort e −→ abort v abort −→ abort

D����
����� ������� ��� ��� �������(� ���

�		�	���'��
�� ��� ������
��� �� �� +		�

���������
���+ ��� �	�

��

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %� �!"

:$�������� ����

,������ �����

Γ � abort : τ

I'������� �
� 
�
�����
� �����

E�����
��� ��� �
��'������� �����

������� ��
�'
� -; #L 7002B

D� ∅ � e : τ ���� ���� e ����� ����A ���� �����

abortA ���� ��+���� e′ ���
�
 �
�� e −→ e′

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %# �!"

:$�������� �����

*���'�������

checkSubtract : Nat → Nat → Nat

≡ λn : Nat. λm : Nat. if n < m then abort elsen−m

checkDivides : Nat → Nat → Bool

≡ λn : Nat. if n = 0 then abort else

fix (λf : Nat → Bool. λm : Nat.

ifm = 0 then true else

ifm < n then false else f (m− n))

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %" �!"



:$�������� ����

9����
��� ������
��� -7Z.7;51#4 R%4&/14L2

E�����
��� �
� ����(��
�� �	��
(
���

������� -���
�A ��(�+
���2

τ ::= . . . | Exn

e ::= . . . | throw e | try e1 catch e2

N���
������ 
���
�
	
��� -.%// J! 6%/�72

(throw v) e −→ throw v v1 (throw v2) −→ throw v2

throw (throw v) −→ throw v e −→ e′

throw e −→ throw e′

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %� �!"

:$�������� ���

N���
������ 
���
�
	
��� -
�������2
try v catch e −→ v try throw v catch e −→ e v

e1 −→ e′1
try e1 catch e2 −→ try e′1 catch e2

,������ �����

Γ � e : Exn
Γ � throw e : τ

Γ � e1 : τ Γ � e2 : Exn → τ

Γ � try e1 catch e2 : τ

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %! �!"

:$�������� ����

*���'�������

checkSubtract : Nat → Nat → Nat

≡ λn : Nat. λm : Nat.

if n < m then throw exn sub elsen−m

checkDivides : Nat → Nat → Bool

≡ λn : Nat. if n = 0 then throw exn divzero else

fix (λf : Nat → Bool. λm : Nat.

ifm = 0 then true else

try f (checkSubtract mn)

catchλexn : Exn. false)

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %$ �!"

A"���"�� ���

���
� ��
����� -0�J5!;7  7/%51#42 τ <: τ ′

= ���
� τ ����� ��
���
� �
� τ ′ ���� �+��

��(��
� ���
� τ ��
��� �� ���
��
�
����� 
�

��� ��
� ��
� ���������� ��(��
� ���
� τ ′

,������ ����� -0�J0�:;51#42

Γ � e : τ τ <: τ ′

Γ � e : τ ′

*���'�������

Nat <: Int <: Real

〈x : Nat, y : Bool〉 <: 〈x : Nat〉

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %% �!"



A"���"�� ����

������� -���
�2

τ ::= . . . | Top | Bot

���
� ��
�����

Γ � τ <: τ
τ1 <: τ2 τ2 <: τ3

τ1 <: τ3

τ <: Top Bot <: τ

P 
��
� ��
����� �		�	���'�+ �� �
��

��+��
���� ���
�� ��� �	�

�� ���+

�
	��	
�
 ����


�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� %& �!"

A"���"�� �����

���
� ��
�����B 
������
���

τ ′1 <: τ1 τ2 <: τ ′2
τ1 → τ2 <: τ ′1 → τ ′2

���
� ��
�����B �����(��
〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n+ k〉 <: 〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉

〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉 �������� ��� 〈x′i : τ ′i | 1 ≤ i ≤ n〉
〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉 <: 〈x′i : τ ′i | 1 ≤ i ≤ n〉

τi <: τ ′i ��
 ���� i

〈xi : τi | 1 ≤ i ≤ n〉 <: 〈xi : τ ′i | 1 ≤ i ≤ n〉

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� &� �!"

A"���"�� ����

���
� ��
�����B ���(
���

τ <: τ ′ τ ′ <: τ
Ref τ <: Ref τ ′

*��+'�����B '�'
���
� ��� Int <: RealA '��

����� ��������� Ref Int <: Ref RealA �)�)

(λr : Ref Real. r := 3.14) (ref 1)

*��+'�����B ���
� �
� Bot

Γ � abort : Bot

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� &� �!"

A"���"�� ���

]��
� �
��� -1457 07.51#4 5!;702

������� -���
�2

τ ::= . . . | τ1 ∧ τ2

���
� ��
�����B ���
� �
���

τ1 ∧ τ2 <: τ1 τ1 ∧ τ2 <: τ2
τ <: τ1 τ <: τ2
τ <: τ1 ∧ τ2

(τ → τ1) ∧ (τ → τ2) <: τ → (τ1 ∧ τ2)

*��+'�����B ����(����
� ��	�
���

+ : (Int → Int → Int) ∧ (Real → Real → Real)

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� &� �!"



A"���"�� ����

D�������
� ��� ���(
���B ����� -0#� .702

��� ��
'
���� -%..7;5# 02

������� -���
�2

τ ::= . . . | Src τ | Acc τ

,������ �����

Γ � e : Src τ
Γ � !e : τ

Γ � e1 : Acc τ Γ � e2 : τ

Γ � e1 := e2 : Unit

Γ � e : τ
Γ � ref e : Src τ ∧ Acc τ

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� &# �!"

A"���"�� �����

���
� ��
�����B ����� ��� ��
'
����
τ <: τ ′

Src τ <: Src τ ′
τ ′ <: τ

Acc τ <: Acc τ ′

b!45%.51. 0�L% B Ref τ ≡ Src τ ∧ Acc τ A 
����

Ref τ <: Src τ Ref τ <: Acc τ

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� &" �!"

A"���"�� ������

]��
� ���
�� -�41#4 5!;702

������� -���
�2

τ ::= . . . | τ1 ∨ τ2

���
� ��
�����B ���
� ���
��

τ1 <: τ1 ∨ τ2 τ2 <: τ1 ∨ τ2 τ1 <: τ τ2 <: τ
τ1 ∨ τ2 <: τ

(τ1 → τ) ∧ (τ2 → τ) <: (τ1 ∨ τ2) → τ

(τ1 ∧ τ2) ∨ τ <: (τ1 ∨ τ) ∧ (τ2 ∨ τ)
(τ1 ∨ τ2) ∧ τ <: (τ1 ∧ τ) ∨ (τ2 ∧ τ)
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list Nat � Unit + (Nat × list Nat)

M
���	�
���B list Nat ≡ µα.Unit + (Nat × α)

f	
�
��
� ��	�
���

nil Nat : list Nat
≡ inl unit

cons Nat : Nat → list Nat → list Nat
≡ λh : Nat. λt : list Nat. inr 〈h, t〉

length Nat : list Nat → Nat
≡ fix (λf : list Nat → Nat. λ� : list Nat.

[λu : Unit. 0, λp : Nat × list Nat. 1 + f (snd p)] �)
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nil Nat : Unit + (Nat × list Nat)

���� �
� ��������
�

nil Nat : list Nat

N�
� <B �
����� ����� -7O�1� 7.� 01672

µα. τ <: τ [α := µα. τ ]

τ [α := µα. τ ] <: µα. τ

N�
� >B �

�
�(�
��� ����� -10#� 7.� 01672

unfoldµα. τ : (µα. τ) → τ [α := µα. τ ]

foldµα. τ : τ [α := µα. τ ] → (µα. τ)
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τ ::= . . . | α | µα. τ
e ::= . . . | unfoldτ(e) | foldτ(e)

v ::= . . . | foldτ(v)

N���
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unfoldτ(foldτ ′(v)) −→ v
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τ ′ = µα. τ Γ � e : τ [α := τ ′]
Γ � foldτ ′(e) : τ ′

τ ′ = µα. τ Γ � e : τ ′

Γ � unfoldτ ′(e) : τ [α := τ ′]
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list Nat ≡ µα.Unit + (Nat × α)

nil Nat : list Nat
≡ foldlist Nat(inl unit)

cons Nat : Nat → list Nat → list Nat
≡ λh : Nat. λt : list Nat. foldlist Nat(inr 〈h, t〉)

length Nat : list Nat → Nat
≡ fix (λf : list Nat → Nat. λ� : list Nat.

[λu : Unit. 0, λp : Nat × list Nat. 1 + f (snd p)]
unfoldlist Nat(�))
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fix τ : (τ → τ) → τ

≡ λf : τ → τ.

(λx : (µα. α→ τ). f (xx))

(λx : (µα. α→ τ). f (xx))

divergeτ : τ

≡ fix τ (λx : τ. x)
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∆, α <: α′ � τ <: τ ′

∆ � µα. τ <: µα′. τ ′
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id : ∀α. α→ α

≡ Λα. λx : α. x

*��+'�����B 
����
� 
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���

comp : ∀α. ∀β. ∀γ.
(β → γ) → (α→ β) → α → γ

≡ Λα.Λβ.Λγ.

λf : β → γ. λg : α → β. λx : α. f (g x)

9��
� �����

id [Nat] 42

comp [Real] [Int] [Nat] round abs (−41.87)
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nil : ∀α. µβ.Unit + (α× β)
≡ Λα. foldµβ. Unit+(α×β)(inl unit)

cons : ∀α. α→ (µβ.Unit + (α× β)) →
(µβ.Unit + (α× β))

≡ Λα. λh : α. λt : (µβ.Unit + (α× β)).
foldµβ. Unit+(α×β)(inr 〈h, t〉)

9��
�B '���
����� 	�
��� [42, 7]


 : µβ.Unit + (Nat × β)
≡ cons [Nat] 42 (cons [Nat] 7 (nil [Nat]))
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τ ::= . . . | α | ∀α. τ
e ::= . . . | Λα. e | e [τ ]

v ::= . . . | Λα. v

N���
������ 
���
�
	
���

(Λα. e) [τ ] −→ e[α := τ ] e −→ e′

e [τ ] −→ e′ [τ ]
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Γ, α � e : τ

Γ � Λα. e : ∀α. τ
Γ � e : ∀α. τ

Γ � e [τ ′] : τ [α := τ ′]
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list :: ∗ ⇒ ∗
≡ λα :: ∗. µβ.Unit + (α × β)

nil : ∀α :: ∗. list α

≡ Λα :: ∗. foldlistα(inl unit)

cons : ∀α :: ∗. α → list α → list α

≡ Λα :: ∗. λh : α. λt : list α. foldlistα(inr 〈h, t〉)
length : ∀α :: ∗. list α → Nat

≡ Λα :: ∗.fix (λf : list α → Int. λ� : list α.

[λu : Unit. 0, λp : α × list α. 1 + f (snd p)]
unfoldlistα(�))
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f : ∀m :: ∗ ⇒ ∗. (∀α :: ∗. α→ mα) →
∀α :: ∗. ∀β :: ∗. (α× β) → (mα×mβ)

= Λm :: ∗ ⇒ ∗. λg : (∀α :: ∗. α→ mα).

Λα :: ∗.Λβ :: ∗. λp : α× β.

〈g [α] (fst p), g [β] (snd p)〉

9��
� ��� f

g ≡ Λα :: ∗. λx : α. cons [α]x (nil [α])

p ≡ f [list] g [Nat] [Bool] 〈42, true〉
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κ ::= ∗ | κ1 ⇒ κ2

τ ::= . . . | α | ∀α :: κ. τ | λα :: κ. τ | τ1 τ2
e ::= . . . | Λα :: κ. e | e [τ ]

v ::= . . . | Λα :: κ. v

N���
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(Λα :: κ. e) [τ ] −→ e[α := τ ] e −→ e′

e [τ ] −→ e′ [τ ]

(λα :: κ. τ) τ ′ −→ τ [α := τ ′] ���
�
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�(�� (α, κ)
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(α, κ) ∈ Γ
Γ � α :: κ

Γ � Nat :: ∗ Γ � Bool :: ∗

Γ � τ1 :: ∗ Γ � τ2 :: ∗
Γ � τ1 → τ2 :: ∗

Γ, α :: κ � τ :: ∗
Γ � ∀α :: κ. τ :: ∗

Γ, α :: κ � τ :: κ′

Γ � λα :: κ. τ :: κ ⇒ κ′
Γ � τ1 :: κ ⇒ κ′ Γ � τ2 :: κ

Γ � τ1 τ2 :: κ′
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����� τ −→ τ ′

,������ ����� -��(�+
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Γ � τ :: ∗ Γ, x : τ � e : τ ′

Γ � λx : τ. e : τ → τ ′
Γ � e1 : τ → τ ′ Γ � e2 : τ

Γ � e1 e2 : τ ′

Γ, α :: κ � e : τ

Γ � Λα :: κ. e : ∀α :: κ. τ
Γ � e : ∀α :: κ. τ ′ Γ � τ :: κ

Γ � e [τ ] : τ ′[α := τ ]

Γ � e : τ Γ � τ ′ :: ∗ τ = τ ′
Γ � e : τ ′
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τ ::= . . . | ∃α :: κ. τ

e ::= . . . | pack(α :: κ = τ, e : τ ′)
| open e as (α :: κ, x : τ) in e′

v ::= . . . | pack(α :: κ = τ, v : τ ′)

N���
������ 
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open pack(α :: κ = τ, v : τ ′) as (α′ :: κ′, x : τ ′′) in e

−→ e[α′ := τ ][x := v]
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e −→ e′
pack(α :: κ = τ, e : τ ′) −→ pack(α :: κ = τ, e′ : τ ′)

e1 −→ e′1
open e1 as (α :: κ, x : τ) in e2 −→ open e′1 as (α :: κ, x : τ) in e2

,������ ����� -���
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Γ, α :: κ � τ :: ∗
Γ � ∃α :: κ. τ :: ∗
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Γ � τ :: κ Γ � e : τ ′[α := τ ]

Γ � pack(α :: κ = τ, e : τ ′) : ∃α :: κ. τ ′

Γ � τ ′ :: ∗ Γ � e : ∃α :: κ. τ Γ, α :: κ, x : τ � e′ : τ ′

Γ � open e as (α :: κ, x : τ) in e′ : τ ′
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stream :: ∗ ⇒ ∗
≡ λα :: ∗.∃β :: ∗. β × ((β → α) × (β → β))

even : stream Nat

≡ pack(β :: ∗ = Nat,

〈0, 〈λn : Nat. n, λn : Nat. n+ 2〉〉 :

β × ((β → Nat) × (β → β)))
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elem : ∀α :: ∗. streamα→ Nat → α

≡ Λα :: ∗. λs : streamα.

open s as (β : ∗, i : β × ((β → α) × (β → β))) in

fix (λf : β → Nat → α. λx : β. λn : Nat.

if n = 0 then fst (snd i)x

else f (snd (snd i)x) (n− 1)) (fst i)

9��
�

elem [Nat] even 42
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strNatRep ≡ µγ.Ref (Nat × (Unit → γ))

getData : strNatRep → Nat
≡ λr : strNatRep. fst (!unfoldstrNatRep(r))

getNext : strNatRep → strNatRep
≡ λr : strNatRep. snd (!unfoldstrNatRep(r)) unit

strEvenRep : strNatRep
≡ fix (λf : Nat → strNatRep. λn : Nat.

foldstrNatRep(ref 〈n, λu : Unit. f (n + 2)〉)) 0

even ′ : stream Nat
≡ pack(β :: ∗ = strNatRep,

〈strEvenRep, 〈getData, getNext〉〉 :
β × ((β → Nat) × (β → β)))
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list :: ∗ ⇒ Nat ⇒ ∗
≡ λα :: ∗. λn : Nat.

if n = 0 then Unit elseα× list (n− 1)

nil : ∀α :: ∗. list a 0

cons : ∀α :: ∗. Πn : Nat. α→ list an→ list a (n+ 1)
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 ��(��
� λx : τ. τ ′

]��
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�� Πx : τ. τ ′
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κ ::= . . . | τ ⇒ κ

τ ::= . . . | Πx : τ. τ ′ | λx : τ. τ ′ | τ e
| if e then τ1 else τ2

b!45%.51. 0�L% B τ → τ ′ ≡ Πx : τ. τ ′

�� x 
∈ FV(τ ′) -�� ���������� 
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Γ � τ :: ∗ Γ, x : τ � τ ′ :: ∗
Γ � Πx : τ. τ ′ :: ∗

Γ, x : τ � τ ′ :: κ

Γ � λx : τ. τ ′ :: τ ⇒ κ

Γ � τ :: τ ′ ⇒ κ Γ � e : τ ′
Γ � τ e :: κ

,������ ����� -��(�+
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Γ, x : τ � e : τ ′ Πx : τ. τ ′ :: ∗
Γ � λx : τ. e : Πx : τ. τ ′

Γ � e : Πx : τ. τ ′ Γ � e′ : τ
Γ � e e′ : τ ′[x := e′]
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(e, s) −→ v

(x := e, s) −→ s[x := v]

x ∈ Var , e ∈ Expr 
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s ∈ S = Var → V � ����� ���
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�)�) [[e ]] : S → V

[[c ]] : S → S

[[x := e ]](s) = s[x := [[e ]](s)]
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�)�) {P [x := e]} x := e {P}
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S ::= 0 | 1 | S0 | S1
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[[0 ]] = 0

[[1 ]] = 1

[[S0 ]] = 2 × [[S ]]

[[S1 ]] = 2 × [[S ]] + 1
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C������� ���������
�� ����

*��+'�����B '��'���� ��
	
����� -
�������2

[[1100 ]] = 2 × [[110 ]]

= 2 × (2 × [[11 ]]

= 2 × (2 × (2 × [[1 ]] + 1))

= 2 × (2 × (2 × 1 + 1))

= 12

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� ��! �!"
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�	���� ���

@��
����
B '�	����� 
���
�
	
��� ��� ���

��

������� �	�

� ��(�+
��� ��� ���
	��

�������B

C ::= skip | C0;C1 | for N do C

| if B then C0 else C1

B ::= true | not B | B0 and B1

| N0 < N1 | N0 = N1 | B0 = B1

| if B then B0 else B1

N ::= 0 | succ N

| if B then N0 else N1

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� ��$ �!"

������������ 
�	���� ����

,��+
��
� -05%572B s ∈ S

����
�
	
����� 
������
���

C[[C]] : S → S

B[[B]] : S → { true, false }
N [[N]] : S → N

����
�
	
����� ���
�
���

N [[0]]s = 0

N [[succ N]]s = N [[N]]s+ 1

�� ���������	
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��� ��
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����
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����� ���
�
��� -
�������2

B[[true]]s = true

B[[not B]]s =

⎧⎨
⎩ true, 
� B[[B]]s = false

false, 
� B[[B]]s = true

B[[B0 and B1]]s =

⎧⎨
⎩ true, 
� B[[B0]]s = B[[B1]]s = true

false, ��
"�������

�� ���������	
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� ��& �!"

������������ 
�	���� ����

����
�
	
����� ���
�
��� -
�������2
B[[N0 < N1]]s =

⎧⎨
⎩ true, 
� N [[N0]]s < N [[N1]]s

false, ��
"�������

B[[N0 = N1]]s =

⎧⎨
⎩ true, 
� N [[N0]]s = N [[N1]]s

false, ��
"�������

B[[B0 = B1]]s =

⎧⎨
⎩ true, 
� B[[B0]]s = B[[B1]]s

false, ��
"�������

�� ���������	
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���� ��������������� ���������� ���� �#� �!"

������������ 
�	���� ���

����
�
	
����� ���
�
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N [[if B then N0 else N1]]s =

⎧⎨
⎩ N [[N0]]s,  � B[[B]]s = true

N [[N1]]s, 3( $,%"*(#&

B[[if B then B0 else B1]]s =

⎧⎨
⎩ B[[B0]]s,  � B[[B]]s = true

B[[B1]]s, 3( $,%"*(#&
C[[if B then C0 else C1]]s =

⎧⎨
⎩ C[[C0]]s,  � B[[B]]s = true

C[[C1]]s, 3( $,%"*(#&

�� ���������	
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �#� �!"
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�	���� ����

����
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����� ���
�
��� -
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C[[skip]]s = s

C[[C0;C1]]s = C[[C1]](C[[C0]]s)

C[[for N do C]]s = (C[[C]])n(s), �
�� n = N [[N ]]s

D��� � �	�

� ����� ����������B ���
	�

��
��� �� '������ -�� �������2 ��� ��� �+��

���
	� C ��� ���+
��
� s �
���� C[[C]]s = s

�� ���������	
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���� ��������������� ���������� ���� �#� �!"
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�	���� �����

����C	���� ��� �����
���

������� i ∈ Var , π(i) ∈ { natural , boolean }
N ::= . . .

| i ��
� π(i) = natural

B ::= . . .

| i ��
� π(i) = boolean

C ::= . . .

| i := N ��
� π(i) = natural

| i := B ��
� π(i) = boolean

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �## �!"

������������ 
�	���� ������

,���
�+
���

S = { s : Var → N ∪ { true , false }
| s(i) ∈ N 
� π(i) = natural �
�

s(i) ∈ { true , false } 
� π(i) = boolean }

����
�
	
����� ���
�
���
N [[i]]s = s(i)

C[[i := N]]s = s[i := N [[N]]s]

B[[i]]s = s(i)

C[[i := B]]s = s[i := B[[B]]s]

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �#" �!"

������������ 
�	���� ��=�

D���
��� �����	�G���A ���
	� �����

�������

C ::= . . . | while B do C

E�'������
 �� �������
�
�

������� 
���
�
	
����� 
������
���

C[[C]] : S ⇀ S

C[[C]]s �� 
��
���
 �� � ����	�
� ��� ���
	��

C �� ������ ���+
��
� s '�� �������F����

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �#� �!"

������������ 
�	���� �=�

����
�
	
��� ��� ���
	�� �����

3�
 �
(�	���
� 
��
�
�

C[[while B do C]] =

C[[if B then (C; while B do C)]]

C[[while B do C]]s =⎧⎨
⎩ C[[while B do C]](C[[C]]s), 
� B[[B]]s = true

s, 
� B[[B]]s = false

�� ���������	
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �#! �!"



������������ 
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��� ��� ���
	�� ����� -
�������2

@������� ��� 	�
� c ��� ���
�
��

c(s) =

⎧⎨
⎩ c(C[[C]]s), 
� B[[B]]s = true

s, 
� B[[B]]s = false

\��� 
�
��� 
��
���B C[[while B do C]] = c∞

c0(s) = �� ��������

ci+1(s) =

⎧⎨
⎩ ci(C[[C]]s), 
� B[[B]]s = true

s, 
� B[[B]]s = false

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �#$ �!"

������������ 
�	���� �=���

*��+'����� while (n > 0) do (n := prev n)

c0(s) = �� ��������

c1(s) =

{

�� ��������, 
� N [[n]]s > 0

s, 
� N [[n]]s = 0

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �#% �!"

������������ 
�	���� �=����

*��+'����� while (n > 0) do (n := prev n)

c2(s) =
{

c1(C[[n := prev n]]s),  � N [[n]]s > 0
s,  � N [[n]]s = 0

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�� ,%('�4�,,  � N [[n]]s > 0

# ( N [[n]](C[[n := prev n]]s) > 0
C[[n := prev n]]s,  � N [[n]]s > 0

# ( N [[n]](C[[n := prev n]]s) = 0
s,  � N [[n]]s = 0

=

⎧⎨
⎩

�� ,%('�4�,,  � N [[n]]s > 0 # ( N [[n]]s ≥ 2
s[n := N [[n]]s − 1],  � N [[n]]s > 0 # ( N [[n]]s = 1
s,  � N [[n]]s = 0

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �#& �!"

������������ 
�	���� �=���

*��+'����� while (n > 0) do (n := prev n)

c2(s) =

⎧⎨
⎩

�� ,%('�4�,,  � N [[n]]s > 0 # ( N [[n]]s ≥ 2
s[n := N [[n]]s − 1],  � N [[n]]s > 0 # ( N [[n]]s = 1
s,  � N [[n]]s = 0

=
{

�� ,%('�4�,,  � N [[n]]s ≥ 2
s[n := 0],  � N [[n]]s < 2

E�������+ ��
'��������� ���B

ci(s) =
{

�� ,%('�4�,,  � N [[n]]s ≥ i

s[n := 0],  � N [[n]]s < i

c∞(s) = s[n := 0] = C[[n := 0]]s

�� ���������	
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �"� �!"
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��
	
 (D,�)

x � x 
�
��
�����


� x � y �
� y � z ���� x � z ���
!
����


� x � y �
� y � x ���� x = y 
�������������

���	�
�'� -��.R%142 ����� ��� ��
	
����

{ di ∈ D | i ∈ N } ���
�� �
��

d0 � d1 � d2 � . . . � di � di+1 � . . .

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �"� �!"

������ "�#��
 ����

]
 d ����� +�� ���
 -�;;7 J#�4&2 �
� P ⊆ D

�� p � d ��� �+�� p ∈ P

]
 d ����� �	+��
�
 +�� ���
 -/7%05 �;;7 

J#�4& d /�J2 �
� P ⊆ D �� ����� +�� ���


�
� P ��� d � d′ ��� �+�� +�� ���
 d′ �
� P

]
 �	+��
�
 +�� ���
 �
� P -�� ��+����2 �����

�
��'��� ��� 
��C
	�F���� ��
⊔
P

]
 (D,�) ����� ���	���� �� ��� �+��

���	�
�'� ��+���� �	+��
�
 +�� ���
⊔∞
i=0 di ∈ D

�� ���������	
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���� ��������������� ���������� ���� �"� �!"
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��
	
 (D,�) �
�

����� ���	���� 
�
�+F���� ��'�
 -&#:%142

( ������� ��� �����
� ��� 
����� 
��������

���
����� ��� !�!�����
"�
) ( 

�

��� ���
�

��
� 

� ���� 

���������� ���
���� ��������


�� �

���� ��
 ��� 
������ ��� �
���
����

⊥ ��� �B �	+��
�
 ��� ����
�
 
�
����
 ����

��'�
� -�� ��+��
��2 ⊥ � x � �

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �"# �!"

������ "�#��
 ����

,���
����� ��'���B �
�� �
 
��
	
 S ��� ��

��'�� (D,�D) ��� (E,�E)

]
 F���
� (S,=) 
��F�� ��� ��'�


'�������� '�+����� -&10. 757/! # &7 7&2

D��G����
 -/1c57&2 ��'�


D⊥ = D ∪ {⊥} ��
� ⊥ 
∈ D

⊥ � d ��� �+�� d ∈ D

d1 � d2 �� d1 �D d2

D� �
 D ����� ��'�
 '�������� '�+�����A �


D⊥ 	������ �����'
 -j%52 ��'�


�� ���������	
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���� ��������������� ���������� ���� �"" �!"
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8������
 -; #&�.52

D × E = { 〈d, e〉 | d ∈ D, e ∈ E }
〈d1, e1〉 � 〈d2, e2〉 �� d1 �D d2 ��� e1 �E e2

3������
���
 +��
�
�� -&10k#145 0�:2

D + E = { 〈0, d〉 | d ∈ D } ∪ { 〈1, e〉 | e ∈ E }
〈0, d1〉 � 〈0, d2〉 
� d1 �D d2

〈1, e1〉 � 〈1, e2〉 
� e1 �E e2

�� ���������	
 ��
��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �"� �!"

������ "�#��
 ����

��� 
��+���
� f : D → E 	������ �
���
��

-:#4#5#472 �� ��� �+�� x �D y �
����
f(x) �E f(y)

��� 
��+���
� f : D → E 	������ 
������

-.#4514�#�02 �� ��� �+�� ���	�
�'� �
� D

f (
⊔∞

i=0 di) =
⊔∞

i=0 f(di)

D� � f ����� 
������A ���� ����� �
���
��

��� 
��+���
� f : D → E 	������ ��
����

-05 1.52 �� f(⊥D) = ⊥E
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�������2

*�'�
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��� -c�4.51#4 &#:%142

D → E = { f : D → E | f 
������ }
f � g �� f(x) �E g(x) ��� �+�� x ∈ D

������� �	+��
�
� 
�����
� 
����
�B

\
�� D ��'�
 �� �	+��
�
 
�
����
 ⊥ ���
f : D → D 
������ 
��+���
�) ]��� � f ����

�	+��
�
 -�� ��
� �D2 
������ 
����
 ���

���� ����� �

 ��

fix f =
⊔∞

i=0 f
i(⊥)

�� ���������	
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��� ��
���� ��������������� ���������� ���� �"$ �!"
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�	���� $�
% ���

\
�� �� ��'�� '�������� '�+�����

NB (�
��
� �����
�

TB 	
����� ����� { true, false }
SB ����
�+
��� ������

����
�
	
����� 
������
���

C[[C]] : S → S⊥
B[[B]] : S → T

N [[N]] : S → N

�� ���������	
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�	���� $�
% ����

D� f : D → E⊥ 
��F
��� f+ : D⊥ → E⊥

f+(x) =

{
⊥, �� x = ⊥
f(x), '��(
�����+

����
�
	
����� ���
�
���

C[[skip]]s = s

C[[C0;C1]]s = C[[C1]]
+(C[[C0]]s)

C[[for N do C]]s = (C[[C]]+)n(s), �
�� n = N [[N ]]s
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C[[if B then C0 else C1]]s =

⎧⎨
⎩ C[[C0]]s,  � B[[B]]s = true

C[[C1]]s, 3( $,%"*(#&

����
�
	
��� ��� ���
	�� �����

C[[while B do C]]s = fixF s

F f s =

⎧⎨
⎩ f(C[[C]]s), 
� B[[B]]s = true

s, 
� B[[B]]s = false
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�� F i(⊥) �
� ci
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�� λ9��
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������� �
� λ�	
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�
� ����� ���
��

M,N ::= x | (λx.M) | (M N)

����
�
	
���� 
��+���
� [[M ]] : D

*��C	���B �� 
�
����� �
� ��'�
� D �����


������
��� f : D → D

D � D → D

3�� ��+���� �� ���������
 
��
	
 �
� ��

����
�
��� �
� �����+�� �

�
�(�
��

f�+���� ���� ���
�
 ��'�
 -b.#552
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 ��������
�� λ9��
����� ����

I

�
�(�
��� D � D → D

φ : D → (D → D) φ ◦ ψ = id

ψ : (D → D) → D ψ ◦ φ = id

*���C+		
�B ρ ∈ Env = Var → D

����
�
	
���� 
��+���
�B [[M ]] : Env → D

����
�
	
����� ���
�
���

[[x ]]ρ = ρ x

[[λx.M ]]ρ = ψ (λv : D. [[M ]](ρ[x := v]))

[[M N ]]ρ = φ ([[M ]]ρ) ([[N ]]ρ)
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 ��������
�� λ9��
����� �����

I'������� ��� 
���
�
	
����

�������� ��� β�������
���

[[ (λx.M)N ]] = [[M [x := N ] ]]

=�
���A 
������� ��� η�������
���

D�
'�����
���� -'�'
����� ��� φ ��� ψ2B

[[Ω]]ρ = ⊥
[[λx.Ω]]ρ = ψ⊥ = ⊥

[[ (λx. I) Ω]]ρ = [[I ]]ρ

P 
���
�
	
��� ��
'�'�� �� 
��������� ���

���
��������� ������
���

�� ���������	
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]������ � 	
���� ��� K/#!& ��� "#% 7

D��'���� 
�������� ��
�����+���

D�	� ��

������� �	�

�

C ::= skip

| i :=E

| C0;C1

| while B do C

| if B then C0 else C1
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� ���
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� ����
�
��� ��� � ��� �
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� �������F��A ���� 
��� ��	���
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�
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{
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